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¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© £¥®´¨§¨ª¨ �®±±¨©±ª®©  ª ¤¥¬¨¨  ³ª, �®±ª¢ 

�¥«¼¾ ° ¡®²» ¿¢«¿¥²±¿ ¢»¢®¤ ¨   «¨§ ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© ¤¢¨¦¥¨¿ ¬ ±±¨¢-

®£® ¢° ¹ ¾¹¥£®±¿ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  { �¥¬«¨. �®«³·¥» ±®£« ±®¢ »¥ ¤°³£ ±

¤°³£®¬ ³° ¢¥¨¿, ª®²®°»¥ ±®¢¬¥±²® ®¯°¥¤¥«¿¾² ¢§ ¨¬®±¢¿§¼ ¤¢¨¦¥¨© ¬ ²¥°¨ « 

�¥¬«¨, ¥¥ ®°¡¨² «¼®£® ¤¢¨¦¥¨¿ ¨ ¢° ¹¥¨¿ ª ª ¶¥«®£®.

EQUATIONS OF EARTH MOTIONS

O.D.VOEVODA
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and Mathematical Geophysics, Russian Academy of Sciences, Moscow

The paper discussed equations of motion of self-gravitating and rotating non rigid

bodies. The Earth is the one of these bodies. The obtained set of equations controls the

motion within the Earth, the orbital motion and rotation the Earth as a whole.

�¢¥¤¥¨¥

�° ¢¨² ¶¨®®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¥ �¥¬«¨ ± ¤°³£¨¬¨ ª®±¬¨·¥±ª¨¬¨ ²¥-

« ¬¨ °¥ «¨§³¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ¥¥  ¡«¾¤ ¥¬»µ ¤¢¨¦¥¨©. �²¨¬¨ ¤¢¨¦¥¨¿¬¨

¿¢«¿¾²±¿: ¨§¬¥¥¨¥ ¯®«®¦¥¨¿ ¶¥²°  ¬ ±± �¥¬«¨ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥, ¢° -

¹¥¨¥ �¥¬«¨ ®²®±¨²¥«¼® ±¢®¥£® ¶¥²°  ¬ ±± ¨ ¨§¬¥¥¨¥ ¢§ ¨¬®£®

¯®«®¦¥¨¿ ²®·¥ª ¬ ²¥°¨ «  �¥¬«¨. �±®¢»¥ ±¢¥¤¥¨¿ ® ¯¥°¥·¨±«¥»µ

¤¢¨¦¥¨¿µ �¥¬«¨ ¨ ±¯®±®¡ µ ¨µ ²¥®°¥²¨·¥±ª®£® ®¯¨± ¨¿ ¯°¥¤±² ¢«¥»

¢ ª¨£ µ [1{14].

� «¨§ ¨§«®¦¥»µ ¢ «¨²¥° ²³°¥ ´ ª²®¢ ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ° §«¨·-

»¥ ¤¢¨¦¥¨¿ �¥¬«¨ ¢ ° §®© ±²¥¯¥¨ § ¢¨±¿² ®² «®ª «¼»µ ®±®¡¥®-

±²¥© ¥¥ ±²°®¥¨¿. �§¬¥¥¨¥ ¯®«®¦¥¨¿ ¶¥²°  ¬ ±± �¥¬«¨ ¢ ¯°®±²° -

±²¢¥ ¨ ¢° ¹¥¨¥ �¥¬«¨ ª ª ¶¥«®£® ®²®±¨²¥«¼® ±¢®¥£® ¶¥²°  ¬ ±±

®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¨²¥£° «¼»¬¨ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¬¨ �¥¬«¨ ¨ ±« ¡® § ¢¨-
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±¿² ®² «®ª «¼»µ ®±®¡¥®±²¥© ¥¥ ±²°®¥¨¿. �®½²®¬³ ¨±±«¥¤®¢ ¨¥

¨¬¥® ½²¨µ ¤¢¨¦¥¨© ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨²¥°¥± ¤«¿ £¥®¤¨ ¬¨ª¨.

� ¤ ·  ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿ ¶¥²°  ¬ ±± ª®±¬¨·¥±ª®£® ²¥«  (�¥¬-

«¨) ²° ¤¨¶¨®® ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¥¤¬¥²®¬ ¥¡¥±®© ¬¥µ ¨ª¨ [1]. �§¬¥¥¨¥

¯®«®¦¥¨¿ ¶¥²°  ¬ ±± �¥¬«¨ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿ ¨§¬¥¥-

¨¥¬ ®°¨¥² ¶¨¨ ¢° ¹ ¾¹¥©±¿ �¥¬«¨. �° ¹¥¨¥ �¥¬«¨ ª ª ¶¥«®£® ¯°®-

¨±µ®¤¨² ¢ ®¤®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ¨ ¬®¦¥² ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª¨ ¢«¨¿²¼   ¤¢¨-

¦¥¨¿ ¥¥ ¬ ²¥°¨ « . �²® ®¡±²®¿²¥«¼±²¢® ¿¢«¿¥²±¿ ¤®±² ²®·»¬ ®±®-

¢ ¨¥¬ ¤«¿ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ° §«¨·»µ ¤¢¨¦¥¨© ¢° ¹ ¾¹¥©±¿ ª ª ¶¥«®¥

�¥¬«¨ [2,3,5,7,9,10,12,14].

�¢¨¦¥¨¿ ¢° ¹ ¾¹¥£®±¿ ²¥«  ² ª¦¥ ° ±±¬®²°¥» ¢ ²¥®°¨¨ ±¨±²¥¬

®°¨¥² ¶¨¨ ¨ ¢ ¤¨ ¬¨ª¥ ª®±¬¨·¥±ª¨µ  ¯¯ ° ²®¢ [15{17].

�° ¹¥¨¥ �¥¬«¨ ¨±±«¥¤®¢ ® ¢ ° ¬ª µ ¤¢³µ ¬®¤¥«¥© ¥¥ ¬ ²¥°¨ « .

�¥°¢ ¿ ¬®¤¥«¼ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¥¤¥´®°¬¨°³¥¬®¬³ ²¥«³ [18{26], ¢²®° ¿

±®®²¢¥²±²¢³¥² ¤¥´®°¬¨°³¥¬®¬³ ²¥«³ [27{41].

� ª®®¬¥°®±²¨ ¢° ¹¥¨¿ ¥¤¥´®°¬¨°³¥¬®© �¥¬«¨ ®²®±¨²¥«¼®

±¢®¥£® ¶¥²°  ¬ ±± ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ �©«¥°  [12,18]. �²® ³° ¢-

¥¨¥ ±¢¿§»¢ ¥² ¨§¬¥¥¨¥ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¢¥ª²®°  ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ¢° -

¹¥¨¿ �¥¬«¨ ± ¥¥ ²¥§®°®¬ ¨¥°¶¨¨ ¨ ±³¬¬ °»¬ ¬®¬¥²®¬ ¢¥¸¨µ

£° ¢¨² ¶¨®»µ ±¨« ®²®±¨²¥«¼® ¶¥²°  ¬ ±± �¥¬«¨. � ±¨±²¥¬¥ ²°¥µ

³° ¢¥¨© �©«¥°  ¥¨§¢¥±²»¬¨ ¢¥«¨·¨ ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ²°¨ ª®¬¯®¥²»

¢¥ª²®°  ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ¢° ¹¥¨¿ �¥¬«¨ ¨ ¸¥±²¼ ª®¬¯®¥² ¥¥ ²¥-

§®°  ¨¥°¶¨¨. �²® § ·¨², ·²® ±¨±²¥¬  ²°¥µ ³° ¢¥¨© �©«¥°  ¥ ¿¢«¿-

¥²±¿ ¯®«®©. �®½²®¬³ ¢ § ¤ · µ £¥®¤¨ ¬¨ª¨ ²¥§®° ¨¥°¶¨¨ �¥¬«¨

±·¨² ¥²±¿ § ¤ »¬. � »¥ ® ²¥§®°¥ ¨¥°¶¨¨ �¥¬«¨, ².¥. ® ¥¥ ´¨£³-

°¥ ¨ ¬®¤¥«¨ ¢³²°¥¥£® ±²°®¥¨¿, ¯®«³·¥» ¬¥²®¤ ¬¨ £° ¢¨¬¥²°¨¨,

£¥®¤¥§¨¨ ¨ ±¥©±¬®«®£¨¨. �¨±²¥¬  ¯®¿²¨© ½²¨µ ¬¥²®¤®¢ ±®¤¥°¦¨² ½«¥-

¬¥²», ª®²®°»¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥¸¨¬¨ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª ¬®¤¥«¨ �¥¬«¨ ª ª

¥¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« . �²® ®£° ¨·¨¢ ¥² ¢®§¬®¦®±²¨ «®£¨·¥±ª¨ ¥-

¯°®²¨¢®°¥·¨¢®£® ¨±¯®«¼§®¢ ¨¿ ³° ¢¥¨¿ �©«¥°  ¢ £¥®¤¨ ¬¨ª¥.

�«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼ ° ¡®²» �. �¨®¸¨²  ± ±® ¢²®° ¬¨ [22{26]. � ¨µ

¨±±«¥¤®¢ » § ª®®¬¥°®±²¨ ¢° ¹¥¨¿ ½««¨¯±®¨¤ «¼®© ¥¤¥´®°¬¨°³-

¥¬®© �¥¬«¨ ¢ £° ¢¨² ¶¨®®¬ ¯®«¥ ¤¢³µ ¬ ²¥°¨ «¼»µ ²®·¥ª { �®«¶ 

¨ �³». �¥§³«¼² ²» ½²¨µ ° ¡®² ± ¯®° §¨²¥«¼®© ²®·®±²¼¾ ±®®²¢¥²-

±²¢³¾² ¤ »¬  ¡«¾¤¥¨©.

� ª®®¬¥°®±²¨ ¢° ¹¥¨¿ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®© �¥¬«¨ ª ª ¶¥«®£® ®²®-

±¨²¥«¼® ±¢®¥£® ¶¥²°  ¬ ±± ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ �¨³¢¨««¿ [12].

�® ±¢¿§»¢ ¥² ¨§¬¥¥¨¥ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¢¥ª²®°  ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ¢° ¹¥-

¨¿ ¨ ²¥§®°  ¨¥°¶¨¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®© �¥¬«¨ ± ±³¬¬ °»¬ ¬®¬¥²®¬

¢¥¸¨µ £° ¢¨² ¶¨®»µ ±¨« ®²®±¨²¥«¼® ¶¥²°  ¬ ±± �¥¬«¨. �° ¢-

¥¨¥ �¨³¢¨««¿ ¢ ¯°¨¶¨¯¥ ¯®§¢®«¿¥² ®¶¥¨²¼ ¢«¨¿¨¥ ±¯®±®¡®±²¨ ¬ -
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²¥°¨ «  �¥¬«¨ ¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼±¿   ¥¥ ¤¢¨¦¥¨¥ ª ª ¶¥«®£®. � ±¨±²¥¬¥

²°¥µ ³° ¢¥¨© �¨³¢¨««¿ ¥¨§¢¥±²»¬¨ ¢¥«¨·¨ ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ²°¨ ª®¬-

¯®¥²» ±®¡±²¢¥® ¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼±  ¬ ²¥°¨ «  �¥¬«¨, ²°¨ ª®¬¯®-

¥²» ¢¥ª²®°  ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ¢° ¹¥¨¿ �¥¬«¨ ¨ ¸¥±²¼ ª®¬¯®¥² ¥¥

²¥§®°  ¨¥°¶¨¨. �²® § ·¨², ·²® ±¨±²¥¬  ²°¥µ ³° ¢¥¨© �¨³¢¨««¿ ¥

¿¢«¿¥²±¿ ¯®«®©. �®½²®¬³, ª ª ¨ ¢ ±«³· ¥ ¥¤¥´®°¬¨°³¥¬®© �¥¬«¨, ²¥-

§®° ¨¥°¶¨¨ �¥¬«¨ ¨ ¥£® ¨§¬¥¥¨¿ ¢® ¢°¥¬¥¨ ±·¨² ¾²±¿ § ¤ »¬¨.

�¥§®° ¨¥°¶¨¨ ° §«¨·¥ ¤«¿ ° §«¨·»µ ¬®¤¥«¥© ±²°®¥¨¿ �¥¬«¨,   ¥£®

¨§¬¥¥¨¿ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¬®£³² ¡»²¼ ª ª ¡»±²°»¬¨, ² ª ¨ ¬¥¤«¥»¬¨.

� §«¨·»¥ «®ª «¼»¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ¬ ²¥°¨ «  �¥¬«¨ ¬®£³² ¢»§¢ ²¼ ®¤¨ -

ª®¢»¥ ¨§¬¥¥¨¿ ¢® ¢°¥¬¥¨ ª ª ²¥§®°  ¨¥°¶¨¨ �¥¬«¨, ² ª ¨ ³£«®¢®©

±ª®°®±²¨ ¥¥ ¢° ¹¥¨¿. �®½²®¬³   «¨§ ²®«¼ª® ³° ¢¥¨¿ �¨³¢¨««¿ ¥

¯®§¢®«¿¥² ³±² ®¢¨²¼ { ª ª¨¥ ¨§ § ¤ »µ ¤¢¨¦¥¨© ¬ ²¥°¨ «  �¥¬«¨

°¥ «¨§³¾²±¿ ¢ °¥ «¼®±²¨.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±²¥±²¢¥® ¢®§¨ª ¥² § ¤ ·  ±®£« ±®¢ ¨¿ ¤¢¨¦¥-

¨¿ �¥¬«¨ ª ª ¶¥«®£® ± «®ª «¼»¬¨ ¤¢¨¦¥¨¿¬¨ ¥¥ ¬ ²¥°¨ « . �¥-

®¡µ®¤¨¬®±²¼ °¥¸¥¨¿ ² ª®© § ¤ ·¨ ¡»«  ®²¬¥·¥  �.�. �®«®¤¥±ª¨¬

[10]. �®½²®¬³ ¢® ¬®£¨µ ° ¡®² µ ¯® £¥®¤¨ ¬¨ª¥ ±®¢¬¥±²® ± ³° ¢-

¥¨¥¬ �¨³¢¨««¿ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ³° ¢¥¨¥ � ¢¼¥ (¨«¨ ¥£® ¬®¤¨´¨ª -

¶¨¨), ª®²®°®¥ ®¯°¥¤¥«¿¥² «®ª «¼»¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ¬ ²¥°¨ «  ¤¥´®°¬¨°³-

¥¬®© �¥¬«¨ [2,8,13]. �®¢°¥¬¥»© ³°®¢¥¼ ° §¢¨²¨¿ ½²®© ®¡« ±²¨ £¥®-

¤¨ ¬¨ª¨ ¯°¥¤±² ¢«¥ ¢ ° ¡®² µ �.�¥²¨® ¨ �.�¥°° ¤¨±  [33{37],

�.�.�®«®¤¥±ª®£®, �.�®± ® ¨ �.�°®²¥ [38{41].

�±¯®«¼§®¢ ¨¥ ³° ¢¥¨¿ � ¢¼¥ ¯°¥¤¯®« £ ¥² ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ² ª  §»-

¢ ¥¬®¥ ®²±·¥²®£® ( · «¼®£®) ±®±²®¿¨¿ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« . �²®

±®±²®¿¨¥ ¤®«¦® ¡»²¼ ®¤¨ ª®¢»¬ ¢ § ¤ · µ ±®¢¬¥±²®£® ®¯¨± ¨¿ «®-

ª «¼»µ ¤¢¨¦¥¨© ¬ ²¥°¨ «  �¥¬«¨ ¨ ¥¥ ®°¡¨² «¼®£® ¨ ¢° ¹ ²¥«¼®£®

¤¢¨¦¥¨©. �¤ ª® ¤®  ±²®¿¹¥£® ¢°¥¬¥¨ ®²±³²±²¢³¥² ³±²®¿¢¸ ¿±¿

²®·ª  §°¥¨¿   ¢®¯°®± ® ° ¶¨® «¼®¬ ¢»¡®°¥ ®²±·¥²®£® ±®±²®¿¨¿

�¥¬«¨.

� «¨§ ¨§«®¦¥»µ ¢ «¨²¥° ²³°¥ ´ ª²®¢ ¨ ¯®¯»²®ª ¨µ ° §®®¡° §-

®© ¨²¥°¯°¥² ¶¨¨ ¯°¨¢®¤¨² ª ³±²®©·¨¢®¬³ ¢¯¥· ²«¥¨¾, ·²® ®¯¨± -

¨¥ ¢§ ¨¬®±¢¿§¨ ° §«¨·»µ ¤¢¨¦¥¨© �¥¬«¨ ¥®¡µ®¤¨¬® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼

²®«¼ª® ¢ ° ¬ª µ ±¨±²¥¬» ±®£« ±®¢ »µ ¤°³£ ± ¤°³£®¬ ³° ¢¥¨© ¤¢¨-

¦¥¨¿ ¬ ±±¨¢®£® ¢° ¹ ¾¹¥£®±¿ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  { �¥¬«¨. �¤-

 ª® § ¤ ·  ¯®±²°®¥¨¿ ¨   «¨§  ² ª®© ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© ¯®±«¥¤®¢ -

²¥«¼® ¥ ° ±±¬®²°¥  ¨ ¢ ®¤®© ¨§ ¨§¢¥±²»µ  ¢²®°³ ° ¡®² ¯® £¥®¤¨-

 ¬¨ª¥.

� ©²¨ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© ¤¢¨¦¥¨¿ �¥¬«¨ ª ª ¶¥«®£® ¬®¦® ± ¯®-

¬®¹¼¾ ¬¥²®¤  ¬®¬¥²®¢. � 1939 £®¤³ ½²®² ¬¥²®¤ ¡»« ¯°¨¬¥¥ �.�.

�®ª®¬ ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿ ¢° ¹ ¾¹¨µ±¿ £ §®¢»µ ¨«¨ ¦¨¤ª¨µ ¬ ±±
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[42]. � ½²®© ° ¡®²¥ ¯®«³·¥  ¯®« ¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© ² ª  §»¢ ¥¬®£®

²¢¥°¤®²¥«¼®£® ¤¢¨¦¥¨¿ ¬ ±±¨¢»µ ¢° ¹ ¾¹¨µ±¿ £ §®¢»µ ¨«¨ ¦¨¤-

ª¨µ ²¥« ª®¥·»µ ° §¬¥°®¢. � ©¤¥ ¿ �.�.�®ª®¬ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨©

¯®«®±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¿¥² ¢§ ¨¬³¾ ±¢¿§¼ ®°¡¨² «¼®£® ¨ ¢° ¹ ²¥«¼®£®

¤¢¨¦¥¨© �¥¬«¨ ¢ ° ¬ª µ ¬®¤¥«¨ ¥¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« .

�®¯»²ª  ¯°¨¬¥¥¨¿ ¬¥²®¤  ¬®¬¥²®¢ ¤«¿ ¢»¢®¤  ±¨±²¥¬» ±®£« -

±®¢ »µ ¤°³£ ± ¤°³£®¬ ³° ¢¥¨© ¤¢¨¦¥¨¿ ¬ ±±¨¢®© ¢° ¹ ¾¹¥©±¿

¤¥´®°¬¨°³¥¬®© �¥¬«¨ ¡»«  ¯°¥¤¯°¨¿²  ¢ ° ¡®²¥  ¢²®°  [43]. �  ±²®-

¿¹¥© ° ¡®²¥ ½²  ¯®¯»²ª  °¥ «¨§®¢   ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¨ ¯®«®.

�±®¢»¥ ¯®¿²¨¿

�³±²¼ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¨¬¥¥²±¿ ´¨ª±¨°®¢  ¿ ±®¢®ª³¯®±²¼ N ¤¥-

´®°¬¨°³¥¬»µ ²¥« ± ¯®±²®¿®© ¬ ±±®© M

n

(n = 1; 2; :::N). �²¨ ²¥« 

¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾² ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± § ª®®¬ ²¿£®²¥¨¿ (±¬.

°¨±³®ª).

X
2

X
3

X
1

x
3

x
1

x
2

x
3

x
1

x
2

X

X

X
0

X
0

x

x
u

0

u

V
m

V
m

V
n

R
0

mn

0

0

0

�¨±. �¨±²¥¬  ²¥« ¨ ±¨±²¥¬»

ª®®°¤¨ ²

�³±²¼ f0;

~

Xg ¥±²¼ ¨¥°¶¨ «¼ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ²,  · «® ª®²®°®©

¯®¬¥¹¥® ¢ ¥ª®²®°³¾ ²®·ª³ ¯°®±²° ±²¢ . � §®¢¥¬ ¬£®¢¥»¬ ²®

±®±²®¿¨¥ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« , ª®²®°®¥ °¥ «¨§³¥²±¿ ¢ ¬®¬¥² ¢°¥-

¬¥¨ t. �³±²¼ fo

n

;
~
x

n

g ¥±²¼ ¥¨¥°¶¨ «¼ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ²,  · «®

ª®²®°®© ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¬£®¢¥»¬ ¶¥²°®¬ ¬ ±± ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ±

®¬¥°®¬ n. �¨±²¥¬  fo

n

;
~
x

n

g ¢° ¹ ¥²±¿ ¢¬¥±²¥ ± ¤¥´®°¬¨°³¥¬»¬ ²¥-

«®¬. �³±²¼ fo

n

; ~x

n

g ¥±²¼ ¥¨¥°¶¨ «¼ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ². � · «®

½²®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¶¥²°®¬ ¬ ±± ²¥«  ± ®¬¥°®¬ n,
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ª®²®°®¥  µ®¤¨²±¿ ¢ ¥ª®²®°®¬ ®²±·¥²®¬ ±®±²®¿¨¨. �«¿ ª° ²ª®±²¨

½²® ±®±²®¿¨¥  §®¢¥¬ ®²±·¥²»¬ ²¥«®¬. �¨±²¥¬  fo

n

; ~x

n

g ¢° ¹ ¥²±¿

¢¬¥±²¥ ± ®²±·¥²»¬ ²¥«®¬.

�²±·¥²®¥ ±®±²®¿¨¥ ²¥«  ¬®¦¥² ¡»²¼ ª ª ´¨§¨·¥±ª¨ °¥ «¨§³¥¬»¬,

² ª ¨ £¨¯®²¥²¨·¥±ª¨¬ [44{46]. �«¿ ®¯¨± ¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿ ²®·¥ª ¤¥´®°-

¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ®¡»·® ¨±¯®«¼§³¾² ¤¢  ±¯®±®¡  { � £° ¦  ¨ �©«¥° 

[44{46]. �  ±²®¿¹¥© ° ¡®²¥ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ®²±·¥² ¿ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¿ ±¯®-

±®¡  � £° ¦  [45].

� ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² f0;

~

Xg ¬£®¢¥»¥ ¯®«®¦¥¨¿ ¶¥²°®¢ ¬ ±±

¨ «¾¡»µ ¤°³£¨µ ²®·¥ª ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ¨ ®²±·¥²®£® ²¥«, ±®®²¢¥²-

±²¢¥®, ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢¥ª²®° ¬¨

~

X

0

(t),

~

X

0

(t) ¨

~

X(t),

~

X(t). �¥ª²®°»

~
x =

~

X�

~

X

0

; ~x =

~

X �

~

X

0

(1)

®¯°¥¤¥«¿¾², ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¯®«®¦¥¨¿ ²®·¥ª ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ¨«¨ ®²-

±·¥²®£® ²¥«  ®²®±¨²¥«¼® ±¢®¥£® ¶¥²°  ¬ ±± (±¬. °¨±³®ª).

(�¥«¨·¨» ¨ ®¯¥° ¶¨¨  ¤ ¨¬¨ ¢ ¬£®¢¥®¬ ¨ ®²±·¥²®¬ ±®±²®¿-

¨¨ ²¥«  ®¡®§ ·¥», ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¦¨°»¬ ¨ ²®ª¨¬ ¸°¨´²®¬.)

�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, ¢¥ª²®° ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿

~

U ¯°®¨§¢®«¼®© ²®·ª¨ ¤¥´®°-

¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ®²®±¨²¥«¼® ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² f0;

~

Xg ° ¢¥ [44]:

~

U =

~

X�

~

X =

~

U

0

+
~
u: (2)

� ´®°¬³«¥ (2)

~

U

0

=

~

X

0

�

~

X

0

(3)

¥±²¼ ¢¥ª²®° ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿ ¶¥²°  ¬ ±± ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ®²®±¨-

²¥«¼® ¥£® ¯®«®¦¥¨¿ ¢ ®²±·¥²®¬ ±®±²®¿¨¨ (±¬. °¨±³®ª); ¢¥ª²®°

~
u =

~

U�

~

U

0

=
~
x� ~x (4)

¥±²¼ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¥ ¯°®¨§¢®«¼®© ²®·ª¨ ²¥«  ®²®±¨²¥«¼® ±¨±²¥¬» ª®-

®°¤¨ ² fo

n

; ~x

n

g, ª®²®° ¿ ±¢¿§   ± ®²±·¥²»¬ ²¥«®¬ (±¬. °¨±³®ª).

�³±²¼ ¬ ±±  ®²±·¥²®£® ²¥«  ° ¢  ¬ ±±¥ °¥ «¼®£® ¤¥´®°¬¨°³¥-

¬®£® ²¥« . �³±²¼ ®²±·¥²®¥ ±®±²®¿¨¥ ²¥«  ±®®²¢¥²±²¢³¥² £¨¯®²¥²¨·¥-

±ª®© ¬®¤¥«¨ ²¥«  ¨§ ¥¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ¬ ²¥°¨ « . �¥«¥±®®¡° §®±²¼

¢»¡®°  ¨¬¥® ² ª®£® ®²±·¥²®£® ±®±²®¿¨¿ ¡³¤¥² ¿±  ¨§ ¤ «¼¥©¸¥£®

¨§«®¦¥¨¿.

� ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² fo

n

; ~x

n

g ¢¥ª²®° ¯®«®¦¥¨¿ ~x «¾¡®© ²®·ª¨ ®²-

±·¥²®£® ²¥«  ®²®±¨²¥«¼® ¥£® ¶¥²°  ¬ ±± ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢°¥¬¥¨:

d~x=dt = 0: (5)
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�°®¨§¢®¤ ¿ d=dt ®¯°¥¤¥«¥  ¢ ¥¨¥°¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ²

fo

n

; ~x

n

g.

� ¤¥´®°¬¨°³¥¬®¬ ²¥«¥ ¬£®¢¥»© ¢¥ª²®° ¯®¢®°®²  ²®·ª¨ ²¥« 

~

�(
~
x; t) ®²®±¨²¥«¼® ¬£®¢¥®© ®±¨ ¢° ¹¥¨¿ § ¢¨±¨² ®² ¯®«®¦¥¨¿

½²®© ²®·ª¨ ¢ ²¥«¥. �³±²¼ <

~

� >

v

=

1

V

R

V

~

�dV ¥±²¼ ±°¥¤¨© ¯® ®¡º¥¬³

²¥«  ¢¥ª²®° ¯®¢®°®² . �¨¬¢®«®¬ <>

v

®¡®§ ·¥» ±°¥¤¨¥ ¯® ®¡º¥¬³

²¥«  ¢¥«¨·¨». �£®¢¥ ¿ ³£«®¢ ¿ ±ª®°®±²¼ ¢° ¹¥¨¿ ¤¥´®°¬¨°³¥-

¬®£® ²¥«  ª ª ¶¥«®£® ®²®±¨²¥«¼® ±¢®¥£® ¶¥²°  ¬ ±± ¥±²¼ [47]:

~


 =

d

dt

<

~

� >

v

: (6)

�°®¨§¢®¤ ¿ d=dt ®¯°¥¤¥«¥  ¢ ¥¨¥°¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ²

fo

n

;
~
x

n

g.

� ®²±·¥²®¬ ²¥«¥ ¬£®¢¥»© ¢¥ª²®° ¯®¢®°®²  ²®·ª¨ ²¥« 

~

�(t) ®²®-

±¨²¥«¼® ¬£®¢¥®© ®±¨ ¢° ¹¥¨¿ ¥ § ¢¨±¨² ®² ¯®«®¦¥¨¿ ½²®© ²®·ª¨

¢ ²¥«¥. �£®¢¥ ¿ ³£«®¢ ¿ ±ª®°®±²¼ ¢° ¹¥¨¿ ®²±·¥²®£® ²¥«  ®²®-

±¨²¥«¼® ±¢®¥£® ¶¥²°  ¬ ±± ¥±²¼

~


 = d

~

�=dt: (7)

�°®¨§¢®¤ ¿ d=dt ®¯°¥¤¥«¥  ¢ ¥¨¥°¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ²

fo

n

; ~x

n

g.

�³±²¼ ¢¥ª²®°»

~


 ¨

~


 ®¯°¥¤¥«¥» ®²®±¨²¥«¼® ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²

f0;

~

Xg . �¥ª²®°

~
! =

~


�

~


 (8)

¥±²¼ ²  · ±²¼ (¢®§¬³¹¥¨¥) ¢¥ª²®°  ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ¢° ¹¥¨¿ ²¥« 

ª ª ¶¥«®£®, ª®²®° ¿ ®¡³±«®¢«¥  ±¯®±®¡®±²¼¾ ¬ ²¥°¨ «  ²¥«  ¤¥´®°-

¬¨°®¢ ²¼±¿.

�§ ´®°¬³« (6){(8) ±«¥¤³¥², ·²®
~
'(

~
x; t) =

~

�(
~
x; t)�

~

�(t) ¥±²¼ ²  · ±²¼

(¢®§¬³¹¥¨¥) ¬£®¢¥®£® ¢¥ª²®°  ¯®¢®°®²  ²®·ª¨ ²¥« , ª®²®° ¿ ®¡³-

±«®¢«¥  ±¯®±®¡®±²¼¾ ¬ ²¥°¨ «  ²¥«  ¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼±¿. �¡®§ ·¨¬

<
~
' >

v

=

1

V

R

V

~
'dV ²³ · ±²¼ (¢®§¬³¹¥¨¥) ¢¥ª²®°  ¯®¢®°®²  ²¥«  ª ª

¶¥«®£®, ª®²®° ¿ ®¡³±«®¢«¥  ±¯®±®¡®±²¼¾ ¬ ²¥°¨ «  ²¥«  ¤¥´®°¬¨°®-

¢ ²¼±¿. �®£¤  ¢ ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² fo

n

;
~
x

n

g

~
! =

d

dt

<
~
' >

v

: (9)

�¥ª²®° «®ª «¼®£® ¯®¢®°®²  ½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬  ²¥«  ° ¢¥ [44]:

~
' =

1

2

r�
~
u; (10)
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£¤¥ r� = rot. �§ (9) ¨ (10) ¯®«³·¨¬:

~
! =

1

2

d

dt

(

1

V

Z

V

r�
~
udV): (11)

�§ ¯®±«¥¤¥© ´®°¬³«» ±«¥¤³¥², ·²® ¢®§¬³¹¥¨¥ ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ¢° -

¹¥¨¿ ²¥«  ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¢»§»¢ ¥²±¿ ²®«¼ª® ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬ ¯°®¶¥±-

±®¬ ¤¥´®°¬¨°®¢ ¨¿ ¬ ²¥°¨ «  ²¥« .

�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, ¬ ±±  M ²¥«  ¨ ¢¥ª²®°

~

X

0

¯®«®¦¥¨¿ ¥£® ¶¥²° 

¬ ±± ° ¢», ±®®²¢¥²±²¢¥®, [47]:

M =

Z

V

�dV; (12)

~

X

0

=

1

M

Z

V

�

~

XdV; (13)

£¤¥ �(
~
x; t) { ¯«®²®±²¼ ¬ ²¥°¨ «  ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ®¡º¥¬®¬ V(t).

�§ ´®°¬³«» (13) ±«¥¤³¥² ²®¦¤¥±²¢®

Z

V

�(

~

X�

~

X

0

)dV � 0: (14)

� §®¢¥¬ ±¨¬¬¥²°¨·»© ¬³«¼²¨¯«¨ª ²¨¢»© ²¥§®° ¢²®°®£® ° £ 

^

I =

1

M

Z

V

�
~
x
~
xdV (15)

²¥§®°®¬ ¨¥°¶¨¨ ²¥« . � ±²® ½²®² ²¥§®°  §»¢ ¾² ¨²¥£° «®¬ ¨¥°-

¶¨¨ ²¥« . �¡»·® ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ²¥§®°  ¨¥°-

¶¨¨ [47]:

^

J =

Z

V

�(j
~
xj

2

^

1�
~
x
~
x) dV; (16)

£¤¥

^

1 { ¥¤¨¨·»© ²¥§®° �°®¥ª¥° . �®±ª®«¼ª³

^

I ¨

^

J ±¢¿§ » ¬¥¦¤³

±®¡®©:

^

I =

1

M

(J

^

1�

^

J);

^

J = M(I

^

1�

^

I); (17)

²® ®¡  ½²¨µ ²¥§®°  ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ²¥§®° ¬¨ ¨¥°¶¨¨ ²¥« . � ´®°-

¬³« µ (17) I ¨ J ¥±²¼ ¯¥°¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ²¥§®°®¢.
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�±®¢®¥ ³° ¢¥¨¥

�¥´®°¬¨°³¥¬®¥ ²¥«® ± ®¬¥°®¬ m ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ �¥¬«¥©. � ¨¥°¶¨-

 «¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² f0;

~

Xg ¤¢¨¦¥¨¥ ²®·ª¨ (½«¥¬¥² °®£® ®¡º-

¥¬ ) ½²®£® ²¥«  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ [44]:

�

m

d

2

~

X

m

dt

2

X

=r �
b
�

m

+

~

f

mm

+

N

X

n=1

n6=m

~

f

mn

: (18)

� ¥«¨¥©®¬ ³° ¢¥¨¨ (18):
b
�(
~
x; t) ¥±²¼ ±¨¬¬¥²°¨·»© ²¥§®° (¢²®-

°®£® ° £ )  ¯°¿¦¥¨©, ±¨¬¢®« � ®§ · ¥² ®¯¥° ¶¨¾ ±ª «¿°®£®

¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ r� = div. �¥¢ ¿ · ±²¼ ³° ¢¥¨¿ (18) ¥±²¼ ¯®« ¿ ±¨« 

¨¥°¶¨¨ ½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬  ²¥« , ¯° ¢ ¿ ¥£® · ±²¼ ¥±²¼ ±³¬¬  ¯®-

¢¥°µ®±²»µ r �
b
� ¨ ®¡º¥¬»µ

~

f

mm

,

~

f

mn

±¨«.

�¡º¥¬»¥ ±¨«» ° ¢» [11]:

~

f

mm

= G�

m

Z

V

0

m

�

0

~
x�

~
x

0

j
~
x�

~
x

0

j

3

dV; (19)

~

f

mn

= G�

m

Z

V

n

�

~

X

m

�

~

X

n

j

~

X

m

�

~

X

n

j

3

dV: (20)

� ´®°¬³« µ (19) ¨ (20): G { £° ¢¨² ¶¨® ¿ ¯®±²®¿ ¿, j
~
x �

~
x

0

j {

° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ° §«¨·»¬¨ ²®·ª ¬¨ ®¤®£® ²¥« , j

~

X

m

�

~

X

n

j { ° ±-

±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ²®·ª ¬¨ ° §«¨·»µ ²¥«. �¥ª²®°

~

f

mm

¥±²¼ ±¨«  £° ¢¨-

² ¶¨®®£® ¯°¨²¿¦¥¨¿ ¬¥¦¤³ ²®·ª®©
~
x

m

¨ ¢±¥¬¨ ¤°³£¨¬¨ ²®·ª ¬¨

~
x

0

m

½²®£® ¦¥ ²¥« . �¥ª²®°

~

f

mn

¥±²¼ ±¨«  £° ¢¨² ¶¨®®£® ¯°¨²¿¦¥¨¿

¬¥¦¤³ ²®·ª®©

~

X

m

2 V

m

¨ «¾¡»¬ ¤°³£¨¬ ²¥«®¬ V

n

. �¨«»

~

f

mm

¨

~

f

mn

,

±®®²¢¥²±²¢¥®, ¥±²¼ ¢³²°¥¿¿ ¨ ¢¥¸¿¿ ®¡º¥¬»¥ ±¨«».

�° ¢¥¨¥ (18) ®¯°¥¤¥«¿¥² ¤¢¨¦¥¨¥ ¯°®¨§¢®«¼®£® ½«¥¬¥² °®£®

®¡º¥¬  ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ®²®±¨²¥«¼® ¨¥°¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬» ª®-

®°¤¨ ² f0;

~

Xg. � ±²® ½²® ¤¢¨¦¥¨¥ ³¤®¡® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢ ¥¨¥°¶¨-

 «¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² fo

m

;
~
x

m

g, ª®²®° ¿ ¢° ¹ ¥²±¿ ¢¬¥±²¥ ± ²¥«®¬.

�«¿ ½²®£® ¥®¡µ®¤¨¬® § ²¼ ±¢¿§¼ ¯°®¨§¢®¤»µ ¯® ¢°¥¬¥¨ ±®®²¢¥²-

±²¢³¾¹¨µ ´³ª¶¨© ¢ ±¨±²¥¬ µ ª®®°¤¨ ² f0;

~

Xg ¨ fo

m

;
~
x

m

g.

�³±²¼ Q ¥±²¼ ¢¥ª²®° ¿ ¨«¨ ²¥§®° ¿ ´³ª¶¨¿ ¬£®¢¥®£® ±®±²®-

¿¨¿ ²¥«  (¨«¨ ¥£® · ±²¨). �¨§¨·¥±ª¨© ±¬»±« ½²®© ´³ª¶¨¨ ®¯°¥¤¥«¿-

¥²±¿ ±®¤¥°¦ ¨¥¬ ª®ª°¥²®£® ¯°®¶¥±± .

�³±²¼ §  ¡¥±ª®¥·®-¬ «»© ¨²¥°¢ « ¢°¥¬¥¨ ¯°®¨±µ®¤¿² ¡¥±ª®-

¥·® ¬ «»¥ ¨§¬¥¥¨¿ ¯®«®¦¥¨¿ ¨ ®°¨¥² ¶¨¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« 
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¢ ¯°®±²° ±²¢¥. �²¨¬ ¨§¬¥¥¨¿¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¡¥±ª®¥·® ¬ «»¥ ¨§-

¬¥¥¨¿ ¢§ ¨¬®£® ¯®«®¦¥¨¿ ¨ ®°¨¥² ¶¨¨ ±¨±²¥¬ ª®®°¤¨ ² fo

m

;
~
x

m

g

¨ f0;

~

Xg. � ½²¨µ ±¨±²¥¬ µ ª®®°¤¨ ² ¯°®¨§¢®¤»¥ ¯® ¢°¥¬¥¨ ´³ª¶¨¨

Q ±¢¿§ » ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ´®°¬³« ¬¨ [47]:

d

~

Q

dt

X

�

d

~

Q

0

dt

X

=

dQ

dt

+

~


�Q; (21)

d

2

Q

dt

2

X

�

d

2

Q

0

dt

2

X

=

d

2

Q

dt

2

+ 2

~


�

dQ

dt

+

~


� (

~


�Q) +

d

~




dt

X

�Q: (22)

�¨¬¢®« � ®§ · ¥² ¢¥ª²®°®¥ ³¬®¦¥¨¥,   Q

0

¥±²¼ § ·¥¨¥ ´³ª¶¨¨

Q ¢ ¶¥²°¥ ¬ ±± ²¥« . �°®¨§¢®¤»¥ ¯® ¢°¥¬¥¨ d=dt

X

¨ d=dt ®¯°¥¤¥-

«¥», ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¢ ±¨±²¥¬ µ ª®®°¤¨ ² f0;

~

Xg ¨ fo

n

;
~
x

n

g.

�±«¨ Q =

~

X, ²® ±¬»±« ´®°¬³« (21), (22) ®·¥¢¨¤¥ [47].

�±«¨ Q =

~


, ²® ¨§ ´®°¬³«» (21) ±«¥¤³¥²:

d

~


=dt

X

= d

~


=dt: (23)

�£«®¢ ¿ ±ª®°®±²¼

~


 ¢° ¹¥¨¿ ²¥«  ª ª ¶¥«®£® ¥±²¼ ¥¤¨±²¢¥»© ¢¥ª-

²®°, ª®²®°»© ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ° ¢¥±²¢³ (23).

�°¥¤¯®«®¦¥¨¿

�³±²¼ ¬£®¢¥ ¿ ª®´¨£³° ¶¨¿ ª ¦¤®£® ¨§ ²¥« ¬ «® ®²«¨· ¥²±¿

®² ¸ ° . �²® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¥ ±«¥¤³¥² ¨§  ¡«¾¤¥¨© ´¨£³° �®«¶  ¨

¯« ¥².

�®±ª®«¼ª³ ª®«¨·¥±²¢® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨µ ²¥« ¨ ¬ ±±  ª ¦¤®£® ¨§

¨µ ¥ ¨§¬¥¿¾²±¿, ²® ²¥«  ¤®«¦» ¡»²¼ ¤®±² ²®·® ³¤ «¥» ¤°³£ ®²

¤°³£ :

r

R

< 1;

r

2

R

2

� 1; (24)

£¤¥ r ¨ R ¥±²¼, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¬ ª±¨¬ «¼»© ° §¬¥° ²¥«  ¨ ¬¨¨-

¬ «¼®¥ ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ²¥« ¬¨. �¥° ¢¥±²¢  (24) ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼®

±®®²¢¥²±²¢³¾² ¯°¥¤¥«³ �®¸  ¨ ¨±ª«¾· ¾² ¢®§¬®¦®±²¼ ±«¨¿¨¿ ¨«¨

° ±¯ ¤  ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨µ ²¥« [48].

�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¯®¢¥°µ®±²¼ S ª ¦¤®£® ¨§ ²¥« ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª®©,

  ¢¥ª²®°  ¯°¿¦¥¨©   ¥© ° ¢¥ ³«¾:

^
� �

~
n = 0   S; (25)
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£¤¥
~
n { ¢¥ª²®° ¥¤¨¨·®© ®°¬ «¨ ª S. �®«®¦¨²¥«¼»¬ ±·¨² ¥²±¿  -

¯° ¢«¥¨¥ ¢¥¸¥© ª S ®°¬ «¨ (±¬. °¨±³®ª). �±«®¢¨¥ (25) ¨±ª«¾· ¥²

¤¥©±²¢¨¥ ®ª¥   ¨  ²¬®±´¥°»   ²¢¥°¤³¾ ¯®¢¥°µ®±²¼ �¥¬«¨ ¨ ³¯°®-

¹ ¥² ®¯¨± ¨¥ ¥¥ ¤¢¨¦¥¨©.

�³±²¼ ¢ ¬ ²¥°¨ «¥ ª ¦¤®£® ¨§ ²¥« °¥ «¨§³¾²±¿ ¬ «»¥ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿

¨ ¬ «»¥ ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  ¤¨±²®°±¨© r
~
u, £¤¥ r = grad. �³±²¼

¨§¬¥¥¨¥ ¯¥°¥¬¥¹¥¨© ¢ ¥¤¨¨¶³ ¢°¥¬¥¨ d
~
u=dt ¬¥¼¸¥ ¬ ª±¨¬ «¼®©

±ª®°®±²¨ w

0

° ±¯°®±²° ¥¨¿ ¢®§¬³¹¥¨© ¢ ¬ ²¥°¨ «¥ ²¥« . �¢¥¤¥¬

¬ «»¥ ¯ ° ¬¥²°»:

u

r

� 1; jr
~
uj � 1;

1

w

0

du

dt

< 1: (26)

£¤¥ u = j
~
uj { ¬ ª±¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥  ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨» ¢¥ª²®°  ¯¥-

°¥¬¥¹¥¨©, jr
~
uj { ¬ ª±¨¬ «¼®¥ § ·¥¨¥  ¡±®«¾²®© ¢¥«¨·¨» £° -

¤¨¥²  ¯¥°¥¬¥¹¥¨©.

�¥°¢®¥ ¨§ ¥° ¢¥±²¢ (26) ±®®²¢¥²±²¢³¥²  ¡«¾¤ ¥¬»¬ ¤¢¨¦¥¨¿¬

¬ ²¥°¨ «  �¥¬«¨. �²®°®¥ ¨§ ¥° ¢¥±²¢ (26) ¬®¦¥² ¥ ¢»¯®«¿²¼±¿

¢® ¢±¥µ ²®·ª µ ¬ ²¥°¨ «  �¥¬«¨, ®¤ ª® ¥£®  «¨·¨¥ ¥®¡µ®¤¨¬® ¤«¿

¢»¢®¤  «¨¥©»µ ³° ¢¥¨© ¤¢¨¦¥¨¿ �¥¬«¨. �°¥²¼¥ ¨§ ¥° ¢¥±²¢ (26)

¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¨§¬¥¥¨¥ ¯¥°¥¬¥¹¥¨© ¢ ¥¤¨¨¶³ ¢°¥¬¥¨ ¥ ¬®¦¥²

¡»²¼ ¡®«¼¸¥ ±ª®°®±²¨ ±¥©±¬¨·¥±ª¨µ ¢®«.

�±«¨ ¢»¯®«¥¿¥²±¿ ¢²®°®¥ ¨§ ¥° ¢¥±²¢ (26), ²® ¥±²¥±²¢¥® ¯°¨-

¿²¼ «¨¥©® ³¯°³£³¾ ¬®¤¥«¼ ¬ ²¥°¨ «  ²¥«  [44]:

^
� =

^
c � �

^
"; (27)

£¤¥
^
c =

^
c(~x) { ±¨¬¬¥²°¨·»© ²¥§®° (·¥²¢¥°²®£® ° £ ) ª®½´´¨¶¨¥²®¢

¦¥±²ª®±²¨ ¬ ²¥°¨ «  ²¥« . �¨¬¬¥²°¨· ¿ · ±²¼ ²¥§®°  ¤¨±²®°±¨©

^
" =

1

2

(r
~
u+

~
ur) (28)

¥±²¼ ²¥§®° (¢²®°®£® ° £ ) ¬ «»µ ¤¥´®°¬ ¶¨©. �®°¬³«» (27) ¨ (28)

³±²  ¢«¨¢ ¾² «¨¥©³¾ ±¢¿§¼ ²¥§®°   ¯°¿¦¥¨© ± ¯°®±²° ±²¢¥-

®© ¯°®¨§¢®¤®© ¢¥ª²®°  ¯¥°¥¬¥¹¥¨©.

�±«¨ ±®¢¬¥±²® ¢»¯®«¿¾²±¿ ¯¥°¢®¥ ¨ ¢²®°®¥ ¨§ ¥° ¢¥±²¢ (26), ²®

¯° ª²¨·¥±ª¨ ±®¢¯ ¤ ¾² ¯°®¨§¢®¤»¥ ´³ª¶¨© ¯® ª®®°¤¨ ² ¬ ¬£®-

¢¥®£® ¨ ®²±·¥²®£® ±®±²®¿¨© ²¥«  r � r [45,46]. �±«¨ ±®¢¬¥±²®

¢»¯®«¿¾²±¿ ¢²®°®¥ ¨ ²°¥²¼¥ ¨§ ¥° ¢¥±²¢ (26), ²® ¯° ª²¨·¥±ª¨ ±®-

¢¯ ¤ ¾² ¬ ²¥°¨ «¼ ¿ ¨ «®ª «¼ ¿ ¯°®¨§¢®¤»¥ ´³ª¶¨© ¯® ¢°¥¬¥¨

d=dt � @=@t [45,46]. �±«¨ ¢»¯®«¿¥²±¿ ¢²®°®¥ ¥° ¢¥±²¢® (26), ²®

� � �(~x),   V � V [45,46].
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�°¨ ¢»¯®«¥¨¨ ¢²®°®£® ¨ ²°¥²¼¥£® ¨§ ¥° ¢¥±²¢ (26) ¢®§¬³¹¥¨¥

~
! (12) ¢¥ª²®°  ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ¢° ¹¥¨¿ ²¥«  ° ¢®:

~
! =

1

2

1

V

Z

V

r�

@
~
u

@t

dV: (29)

�®¤±² ¢¨¬
~
x = ~x +

~
u (4) ¢ ´®°¬³«» (15) ¨ (16). � «¨¥©®¬ ¯®

~
u

¯°¨¡«¨¦¥¨¨ ¤«¿ ²¥§®°®¢ ¨¥°¶¨¨

^

I ¨

^

J (15) ¨ (16) ¯®«³·¨¬:

^

I =

^

I +

^

i;

^

J =

^

J +

^

j: (30)

� ´®°¬³« µ (30)

^

I =

1

M

Z

V

�~x~xdV ¨

^

J =

Z

V

�(j~xj

2

^

1� ~x~x) dV (31)

¥±²¼ ²¥§®°» ¨¥°¶¨¨ ®²±·¥²®£® ²¥« ,  

^

i =

1

M

Z

V

�(~x
~
u+

~
u~x)dV ¨

^

j =

Z

V

�(2(~x �
~
u)

^

1� (~x
~
u +

~
u~x)) dV (32)

¥±²¼ ²¥ · ±²¨ (¢®§¬³¹¥¨¿) ²¥§®°®¢ ¨¥°¶¨¨, ª®²®°»¥ ®¡³±«®¢«¥»

±¯®¡®±²¼¾ ¬ ²¥°¨ «  ²¥«  ¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼±¿. �®§¬³¹¥¨¿

^

i ¨

^

j ²¥§®-

°®¢ ¨¥°¶¨¨ ²¥«  ±¢¿§ » ¬¥¦¤³ ±®¡®© ²¥¬¨ ¦¥ ´®°¬³« ¬¨ (17), ·²® ¨

± ¬¨ ²¥§®°» ¨¥°¶¨¨:

^

i =

1

M

(j

^

1�

^

j) ¨

^

j = M(i

^

1�

^

i): (33)

�° ¢¥¨¿ ¡ « ±  ¯®«®£® ¨¬¯³«¼± 

¨ ¯®«®£® ¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼±  ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« 

�°¨¬¥¨¬ ¬¥²®¤ ¬®¬¥²®¢ ª ³° ¢¥¨¾ (18) ¨§¬¥¥¨¿ ¢® ¢°¥¬¥¨

¨¬¯³«¼±  ½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬  ²¥«  ± ®¬¥°®¬ m.

� ©¤¥¬ ³° ¢¥¨¥ ¡ « ±  ¯®«®£® ¨¬¯³«¼±  ²¥« . �°®¨²¥£°¨°³¥¬

³° ¢¥¨¥ (18) ¯® ®¡º¥¬³V

m

²¥«  ¨ ¯°¨¬¥¬ ¢® ¢¨¬ ¨¥ ´®°¬³«» (12),

(13) ¨ ´®°¬³«³

Z

V

�

d

�

Q

dt

�

X

dV =

d

�

dt

�

X

Z

V

�QdV; (34)

ª®²®° ¿ ¢ « £° ¦¥¢®¬ ®¯¨± ¨¨ ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¤«¿ ²¥«  ¯®±²®¿®© ¬ ±±»

[43,44]. � ´®°¬³«¥ (34) Q(
~
x; t) ¥±²¼ ¥ª®²®° ¿ ´³ª¶¨¿ ¬£®¢¥®£® ±®-

±²®¿¨¿ ²¥« ,   � ¥±²¼ ¯®°¿¤®ª ¯°®¨§¢®¤®©. � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬:

M

m

d

2

~

X

0

m

dt

2

X

=

Z

V

m

r �
^
�dV+

Z

V

m

~

f

mm

dV+

N

X

n=1

n6=m

Z

V

m

~

f

mn

dV: (35)
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�²¥£° «

R

V

r �
^
�dV =

R

S

^
� �

~
ndS = 0 ¢ ±¨«³ ³±«®¢¨¿ (25)   ¯®¢¥°µ®±²¨

²¥« . �²¥£° «

R

V

m

~

f

mm

dV = 0 ª ª £« ¢»© ¢¥ª²®° ±¨« £° ¢¨² ¶¨®®£®

¯°¨²¿¦¥¨¿ ¬¥¦¤³ ¢³²°¥¨¬¨ ²®·ª ¬¨ ²¥« .

�¤¥« »¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¯®§¢®«¿¾² ¯®«³·¨²¼ ³° ¢¥¨¥ ¤¢¨¦¥-

¨¿ ¶¥²°  ¬ ±± ²¥« 

M

m

d

2

~

X

0

m

dt

2

X

=

N

X

n=1

n6=m

~

F

mn

; (36)

¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ª®²®°®£® ±³¬¬  ±¨«

~

F

mn

=

Z

V

m

~

f

mn

dV (37)

¥±²¼ £« ¢»© ¢¥ª²®° ¢¥¸¨µ £° ¢¨² ¶¨®»µ ±¨«, ¤¥©±²¢³¾¹¨µ  

²¥«®.

� ©¤¥¬ ±¨«»

~

f

mn

¨

~

F

mn

¢ ±«³· ¥ ³¤ «¥»µ ¤°³£ ®² ¤°³£  ¸ °®-

®¡° §»µ ²¥«.

�®±ª®«¼ª³ ¬£®¢¥ ¿ ª®´¨£³° ¶¨¿ ²¥« ¬ «® ®²«¨· ¥²±¿ ®² ¸ °®-

®¡° §®©, ²® ¢¥ª²®° (

~

X

m

�

~

X

n

)=j

~

X

m

�

~

X

n

j

3

¬ «® ¨§¬¥¿¥²±¿   ° ±-

±²®¿¨¨ ¯®°¿¤ª  ° §¬¥°  r ²¥«  ¢¤®«¼ «¾¡®£® ¨§  ¯° ¢«¥¨© ¢ ²¥«¥.

�®½²®¬³ ½²®² ¢¥ª²®° ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥ °¿¤  ¯® ±²¥¯¥¿¬ ¬ -

«®£® ¯ ° ¬¥²°  r=R.

� §«®¦¨¬ ¢¥ª²®° (

~

X

m

�

~

X

n

)=j

~

X

m

�

~

X

n

j

3

¢ °¿¤ �½©«®°  ®ª®«® ¯®«®-

¦¥¨¿

~

X

0

m

¶¥²°  ¬ ±± ²¥«  V

m

¨ ®£° ¨·¨¬±¿ ±« £ ¥¬»¬¨, ¢¥«¨·¨»

ª®²®°»µ ¥ ¬¥¼¸¥ x

2

=R

2

. � ¦¤®¥ ¨§ ½²¨µ ±« £ ¥¬»µ ² ª¦¥ ° §«®¦¨¬

¢ °¿¤ �½©«®°  ®ª®«® ¯®«®¦¥¨©

~

X

0

n

¶¥²°®¢ ¬ ±± ²¥« V

n

¨ ®£° ¨·¨¬±¿

±« £ ¥¬»¬¨, ¢¥«¨·¨» ª®²®°»µ ¥ ¬¥¼¸¥ x

2

=R

2

. � °¥§³«¼² ²¥ ± ¯®-

£°¥¸®±²¼¾ o (x

3

=R

3

) ¯®«³·¨¬:

~

X

m

�

~

X

n

j

~

X

m

�

~

X

n

j

3

�

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

3

+

�

r

m

~

X

m

�

~

X

0

n

j

~

X

m

�

~

X

0

n

j

3

�

�

�

�

�

~

X

0

m

�
~
x

m

+

+

�

r

n

~

X

0

m

�

~

X

n

j

~

X

0

m

�

~

X

n

j

3

�

�

�

�

�

~

X

0

n

�
~
x

n

+

+

�

r

n

�

r

m

~

X

m

�

~

X

n

j

~

X

m

�

~

X

n

j

3

�

�

�

�

�

~

X

0

m

�

�

�

�

�

~

X

0

n

� �
~
x

m

~
x

n

+

+

1

2

�

r

m

r

m

~

X

m

�

~

X

0

n

j

~

X

m

�

~

X

0

n

j

3

�

�

�

�

�

~

X

0

m

� �
~
x

m

~
x

m

+
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+

1

2

�

r

n

r

n

~

X

0

m

�

~

X

n

j

~

X

0

m

�

~

X

n

j

3

�

�

�

�

�

~

X

0

n

� �
~
x

n

~
x

n

: (38)

� ´®°¬³«¥ (38)

~

R

0

mn

=

~

X

0

m

�

~

X

0

n

¥±²¼ ¢¥ª²®° ¢§ ¨¬®£® ¯®«®¦¥¨¿ ¶¥-

²°®¢ ¬ ±± ¤¥´®°¬¨°³¥¬»µ ²¥«. �¤¥ª± ®ª®«® ®¯¥° ²®° r ³ª §»¢ ¥² {

¯® ª®®°¤¨ ² ¬ ª ª®£® ¨§ ²¥« ¤¥©±²¢³¥² ½²®² ®¯¥° ²®°.

�®¤±² ¢¨¬ (38) ¢ (20) ¨ ¯°¨¬¥¬ ¢® ¢¨¬ ¨¥ ´®°¬³«» (12){(15). �®-

±«¥ ¢»·¨±«¥¨© ± ¯®£°¥¸®±²¼¾ o (r

3

=R

3

) ¯®«³·¨¬ ´®°¬³«³ ¤«¿ ±¨«»

~

f

mn

, ¢ ª®²®°®© ®¶¥¨¬ ¯®°¿¤®ª ¥ª®²®°»µ ¢¥«¨·¨. � «¨¥©®¬ ¯®

u ¯°¨¡«¨¦¥¨¨

~

R

0

�

~

R

0

(1 + u=R). �®±ª®«¼ª³ u=R

0

� u=r, ²® ±

®·¥¼ ¬ «®© ¯®£°¥¸®±²¼¾ (¯° ª²¨·¥±ª¨ ²®·®) ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²®

~

R

0

mn

=

~

R

0

mn

. � ª ª ª u=r � 1,   u=R � r=R ¨ u=R � u=r, ²® ±

®·¥¼ ¬ «®© ¯®£°¥¸®±²¼¾ (¯° ª²¨·¥±ª¨ ²®·®) ¬®¦® ±·¨² ²¼ ·²®,

i

n

=j

~

R

0

mn

j

2

� I

n

=j

~

R

0

mn

j

2

(n 6= m).

� ³·¥²®¬ ½²¨µ ®¶¥®ª ± ¯®£°¥¸®±²¼¾ o (r

3

=R

3

) ¯®«³·¨¬:

~

f

mn

= G�

m

�

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

3

M

n

+
~
x

m

1

j

~

R

0

mn

j

3

M

n

�

� 3
~
x

m

�

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

�

3

2

(
~
x

m

�
~
x

m

)

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

�

� 3
~
x

m

~
x

m

�

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

+

15

2

~
x

m

~
x

m

� �

~

R

0

mn

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

7

M

n

�

�

3

2

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

I

n

M

n

� 3

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

�

^

I

n

M

n

+

15

2

~

R

0

mn

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

7

� �

^

I

n

M

n

�

: (39)

�®¤±² ¢¨¬ (39) ¢ (37) ¨ ¯°¨¬¥¬ ¢® ¢¨¬ ¨¥ ´®°¬³«» (12) { (15). �

°¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬:

~

F

mn

= G

�

M

m

�

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

3

M

n

�

3

2

I

m

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

�

� 3

^

I

m

�

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

+

15

2

^

I

m

� �

~

R

0

mn

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

7

M

n

�

�

�M

m

�

3

2

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

I

n

M

n

+ 3

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

�

^

I

n

M

n

�

�

15

2

~

R

0

mn

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

7

� �

^

I

n

M

n

��

: (40)

� ´®°¬³« µ (39) ¨ (40) I ¨ I ¥±²¼ ¯¥°¢»¥ ¨¢ °¨ ²» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ

²¥§®°®¢ ¨¥°¶¨¨.
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�®±ª®«¼ª³ ²¥§®° ¨¥°¶¨¨ I � r

2

, ²® ± ¯®£°¥¸®±²¼¾ o (r

3

=R

3

) ´®°-

¬³«» (39), (40) ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ¢¥¸¨¥ £° ¢¨² ¶¨®»¥ ±¨«»

~

f

mn

¨

~

F

mn

¢ ¢¨¤¥ °¿¤®¢ ¯® ±²¥¯¥¿¬ ¬ «®£® ¯ ° ¬¥²°  r=R. �®°¬³«» (39), (40) ±®-

¤¥°¦ ² ±« £ ¥¬»¥, ª®²®°»¥ § ¢¨±¿² ®² ²¥§®°®¢ ¨¥°¶¨¨ ²¥«. �²¨ ±« -

£ ¥¬»¥ ®¯°¥¤¥«¿¾² ²³ · ±²¼ ±¨« £° ¢¨² ¶¨®®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ¬¥¦¤³

¤¥´®°¬¨°³¥¬»¬¨ ²¥« ¬¨, ª®²®° ¿ ®¡³±«®¢«¥  ª®¥·»¬¨ ° §¬¥° ¬¨

²¥« ¨ ¨µ ¢³²°¥¥© ±²°³ª²³°®©.

�° ¢¥¨¥ (36) ®¯°¥¤¥«¿¥² ®°¡¨² «¼®¥ ¤¢¨¦¥¨¥ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£®

²¥«  ± ®¬¥°®¬m ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ±¨« (40). � ° ¬ª µ ¯°¨¿²»µ ¯°¥¤¯®«®-

¦¥¨© ½²® ¤¢¨¦¥¨¥ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¥ § ¢¨±¨² ®² ¯¥°¥¬¥¹¥¨© ¬ ²¥°¨ « 

ª ¦¤®£® ¨§ ³¤ «¥»µ ²¥« c ®¬¥° ¬¨ n 6= m.

� ©¤¥¬ ³° ¢¥¨¥ ¡ « ±  ¯®«®£® ¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼±  ²¥« . �¬®-

¦¨¬

~

X

m

¢¥ª²®°®   ®¡¥ · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (18), ¯®«³·¨¢¸¥¥±¿ ³° ¢¥¨¥

¯°®¨²¥£°¨°³¥¬ ¯® ®¡º¥¬³ V

m

²¥« . � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬:

Z

V

m

~

X� �

d

~

W

dt

X

dV =

Z

V

m

~

X� (r �
^
�)dV+

+

Z

V

m

~

X�

~

f

mn

dV +

N

X

n=1

n6=m

Z

V

m

~

X

m

�

~

f

mn

dV; (41)

£¤¥

~

W = d

~

X=dt

X

.

�°¥®¡° §³¥¬ «¥¢³¾ · ±²¼ ³° ¢¥¨¿ (41). �®¤¨²¥£° «¼®¥ ¢»° -

¦¥¨¥ ¢ ½²®© · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (41) ° ¢®

~

X�d

~

W=dt

X

= d(

~

X�

~

W)=dt

X

.

�®½²®¬³, ¯°¨¿¢ ¢® ¢¨¬ ¨¥ ´®°¬³«³ (34), ¯®«³·¨¬:

Z

V

m

~

X� �

d

~

W

dt

X

dV =

d

dt

X

Z

V

m

~

X� �

~

W dV: (42)

�§ ´®°¬³«» (42) ±«¥¤³¥², ·²® «¥¢ ¿ · ±²¼ ³° ¢¥¨¿ (41) ¥±²¼ ¨§¬¥¥¨¥

¢ ¥¤¨¨¶³ ¢°¥¬¥¨ ¢¥ª²®°  ¯®«®£® ¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼± 

~

L ¤¥´®°¬¨°³¥-

¬®£® ²¥« 

~

L

m

=

Z

V

m

~

X� �

~

WdV: (43)

�°¥®¡° §³¥¬ ¯° ¢³¾ · ±²¼ ³° ¢¥¨¿ (41). �®±ª®«¼ª³

~

X =

~

X

0

+
~
x

(1), ²® ¯¥°¢»© ¨²¥£° « ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (41) ¬®¦® ¯°¥¤±² -

¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥:

Z

V

~

X� (r �
^
�)dV =

~

X

0

�

Z

S

^
� �

~
n dS+

Z

S

~
x� (

^
� �

~
n)dS�

Z

V

r�
^
� dV:
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� ª ª ª ¯®¢¥°µ®±²¼ ²¥«  ¥§ £°³¦¥  (25), ²® ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ¯®-

±«¥¤¥© ´®°¬³«» ¯¥°¢»¥ ¤¢  ¨²¥£° «  ° ¢» ³«¾; ¯®±ª®«¼ª³ ²¥§®°

 ¯°¿¦¥¨© ±¨¬¬¥²°¨·¥, ²® ° ¢¥ ³«¾ ²°¥²¨© ¨²¥£° « ¢ ¯° ¢®© · -

±²¨ ²®© ¦¥ ´®°¬³«». � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (41):

¯¥°¢»© ¨²¥£° « ° ¢¥ ³«¾; ¢²®°®© ¨²¥£° « ° ¢¥ ³«¾ ª ª £« ¢»©

¢¥ª²®° ±¨« £° ¢¨² ¶¨®®£® ¯°¨²¿¦¥¨¿ ¬¥¦¤³ ¢³²°¥¨¬¨ ²®·ª ¬¨

²¥« ; ²°¥²¨© ¨²¥£° « ¥±²¼ ±³¬¬ °»© ¢¥ª²®° ¬®¬¥²  ¢¥¸¨µ £° -

¢¨² ¶¨®»µ ±¨«:

N

X

n=1

n6=m

Z

V

m

~

X�

~

f

mn

dV =

~

M

m

: (44)

�§ ´®°¬³« (42){(44) ±«¥¤³¥² ³° ¢¥¨¥ ¨§¬¥¥¨¿ ¢® ¢°¥¬¥¨ (¡ -

« ± ) ¢¥ª²®°  ¯®«®£® ¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼±  ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« :

d

~

L

m

dt

X

=

~

M

m

: (45)

�®¤±² ¢¨¬

~

X =

~

X

0

+
~
x (1) ¯®¤ § ª ¨²¥£° «  ¢ ¯° ¢»µ · ±²¿µ

´®°¬³« (43), (44) ¨, ¯°¨¿¢ ¢® ¢¨¬ ¨¥, ·²®
~
x �

~

W = �

~

X

0

�
~
w,

~

W

0

= d

~

X

0

=dt

X

,  
~
w = d

~
x=dt

X

, ¯®«³·¨¬:

d

~

L

0

m

dt

X

+

d

~

l

m

dt

X

=

~

M

0

m

+
~
m

m

: (46)

� ´®°¬³«¥ (46) ¢¢¥¤¥» ±«¥¤³¾¹¨¥ ®¡®§ ·¥¨¿:

~

L

0

m

=

~

X

0

m

�M

m

~

W

0

m

; (47)

~

l

m

=

Z

V

m

~
x� �

~

WdV; (48)

~

M

0

m

=

~

X

0

m

�

N

X

n=1

n6=m

~

F

mn

; (49)

~
m

m

=

N

X

n=1

n6=m

Z

V

m

~
x

m

�

~

f

mn

dV: (50)

�¥ª²®°

~

L

0

m

(47) ¥±²¼ ²  · ±²¼ ¯®«®£® ¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼±  ¤¥´®°¬¨-

°³¥¬®£® ²¥« , ª®²®° ¿ ®¡³±«®¢«¥  ¤¢¨¦¥¨¥¬ ¶¥²°  ¬ ±± ²¥«  ®²®±¨-

²¥«¼® ¨¥°¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² f0;

~

Xg. �¥ª²®°

~

L

0

m

 §»¢ ¥²±¿



122 �¥®¤¨ ¬¨ª 

®°¡¨² «¼»¬ ¬®¬¥²®¬ ¨¬¯³«¼± . �¥ª²®°

~

l

m

(48) ¥±²¼ ²  · ±²¼ ¯®«®£®

¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼±  ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« , ª®²®° ¿ ®¡³±«®¢«¥  ¨§¬¥¥-

¨¥¬ ¯®«®¦¥¨¿ ²®·¥ª ¬ ²¥°¨ «  ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ®²®±¨²¥«¼®

±¢®¥£® ¬£®¢¥®£® ¶¥²°  ¬ ±±. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥ª²®° ¯®«®£® ¬®-

¬¥²  ¨¬¯³«¼±  ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« 

~

L

m

=

~

L

0

m

+

~

l

m

.

�¥ª²®°

~

M

0

m

(49) ¥±²¼ ¢¥ª²®° £« ¢®£® ¬®¬¥²  ¢¥¸¨µ £° ¢¨² -

¶¨®»µ ±¨« ®²®±¨²¥«¼®  · «  ¨¥°¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ²

f0;

~

Xg. �¥ª²®°
~
m

m

(50) ¥±²¼ ¢¥ª²®° £« ¢®£® ¬®¬¥²  ¢¥¸¨µ £° ¢¨-

² ¶¨®»µ ±¨« ®²®±¨²¥«¼® ¬£®¢¥®£® ¶¥²°  ¬ ±± ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£®

²¥« . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢¥ª²®° ¯®«®£® ¬®¬¥²  ¢¥¸¨µ £° ¢¨² ¶¨®-

»µ ±¨«

~

M

m

=

~

M

0

m

+
~
m

m

.

�«¿ ³¤ «¥»µ ¤°³£ ®² ¤°³£  ²¥« ¨§ ´®°¬³« (39), (40), (49) ¨ (50) ±

¯®£°¥¸®±²¼¾ o (r

3

=R

3

) ¯®«³·¨¬:

~

M

0

m

=

~

X

0

m

� G

N

X

n=1

n6=m

�

M

m

�

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

3

M

n

�

�

3

2

I

m

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

� 3

^

I

m

�

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

+

+

15

2

^

I

m

� �

~

R

0

mn

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

7

M

n

�

�M

m

�

3

2

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

I

n

M

n

+

+ 3

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

�

^

I

n

M

n

�

15

2

~

R

0

mn

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

7

� �

^

I

n

M

n

��

; (51)

~
m

m

= �3GM

m

^

I

m

� �

N

X

n=1

n6=m

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

: (52)

� ³° ¢¥¨¨ (45) ¢»¤¥«¨¬ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ²¥ ¢¥«¨·¨», ª®²®°»¥ ±¢¿-

§ » ± ¢° ¹¥¨¥¬ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ª ª ¶¥«®£®.

�°¥®¡° §³¥¬ ¢²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢ «¥¢®© · ±²¨ ´®°¬³«» (46). �§ (21)

±«¥¤³¥²:
~
w =

d~x

dt

X

=

d~x

dt

+

~


 �
~
x. �®¤±² ¢¨¢ ½²³ ´®°¬³«³ ¯®¤ § ª

¨²¥£° «  (48), ¯®«³·¨¬:

d

~

l

m

dt

X

=

d

dt

X

Z

V

m

~
x� �

d
~
x

dt

dV+

d

dt

X

Z

V

m

�
~
x� (

~


�
~
x) dV: (53)

�®±ª®«¼ª³
~
x� (

~


�
~
x) =

~


 � (j
~
xj

2

^

1�
~
x
~
x), ²® ¢²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢ ¯° ¢®©

· ±²¨ ´®°¬³«» (53)
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d

dt

X

Z

V

m

�
~
x� (

~


�
~
x) dV =

~




m

�

d

^

J

m

dt

X

+

^

J

m

�

d

~




m

dt

X

(54)

¥±²¼ ¨§¬¥¥¨¥ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¢¥ª²®°  ³£«®¢®£® ¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼±  ¤¥´®°-

¬¨°³¥¬®£® ²¥« . �§ ´®°¬³« (53) ¨ (54) ±«¥¤³¥²:

d

~

l

m

dt

X

=

d

dt

X

Z

V

m

~
x� �

d
~
x

dt

dV+

^

J

m

�

d

~




m

dt

X

+

~




m

�

d

^

J

m

dt

X

: (55)

�®°¬³«» (53) { (55) ¯®§¢®«¿¾² § ¯¨± ²¼ ³° ¢¥¨¥ (46) ¡ « ±  ¯®«-

®£® ¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼±  ²¥«  ¢ ¢¨¤¥:

d

dt

X

(

~

X

0

m

�M

m

~

W

0

m

) +

d

dt

X

Z

V

m

~
x� �

d
~
x

dt

dV+

+

^

J

m

�

d

~




m

dt

X

+

~




m

�

d

^

J

m

dt

X

=

~

M

0

m

+
~
m

m

: (56)

�¬®¦¨¬

~

X

0

m

¢¥ª²®°®   ®¡¥ · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (36). �°¨¬¥¬ ¢® ¢¨-

¬ ¨¥, ·²®

~

X

0

�M

d

~

W

0

dt

X

=

d

dt

X

(

~

X

0

�M

~

W

0

). � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬ ³° ¢-

¥¨¥ ¨§¬¥¥¨¿ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¢¥ª²®°  ®°¡¨² «¼®£® ¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼± 

¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« :

d

dt

X

(

~

X

0

m

�M

m

~

W

0

m

) =

~

M

0

m

: (57)

�° ¢¨¢ ´®°¬³«» (55) ¨ (57), ¯®«³·¨¬ ³° ¢¥¨¥ �¨³¢¨««¿:

d

dt

X

Z

V

m

~
x� �

d
~
x

dt

dV+

^

J

m

�

d

~




m

dt

X

+

~




m

�

d

^

J

m

dt

X

=
~
m

m

: (58)

�¥°¢®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢ «¥¢®© · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (58) ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¨§¬¥¥-

¨¾ ¢ ¥¤¨¨¶³ ¢°¥¬¥¨ ±®¡±²¢¥® ¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼±  ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£®

²¥« . �°³£¨¥ ±« £ ¥¬»¥ ¢ «¥¢®© · ±²¨ ½²®£® ³° ¢¥¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾²

¨§¬¥¥¨¾ ¢ ¥¤¨¨¶³ ¢°¥¬¥¨ ³£«®¢®£® ¬®¬¥²  ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« .

� ¨¥°¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² f0;

~

Xg ³° ¢¥¨¿ (57) ¨ (58) ±®-

¢¬¥±²® ®¯°¥¤¥«¿¾² ¨§¬¥¥¨¥ ¢® ¢°¥¬¥¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ · ±²¥©

¯®«®£® ¢¥ª²®°  ¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼±  ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« .

�° ¢¥¨¿ (36) ¨ (56) ±®¢¬¥±²® ®¯°¥¤¥«¿¾² ¢¥¸¾¾ § ¤ ·³ ¤¨ -

¬¨ª¨ ¬ ±±¨¢®£® ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  { �¥¬«¨.
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�®« ¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© ¤¢¨¦¥¨¿ ®²±·¥²®£® ²¥« 

�«¿ ®²±·¥²®£® (¥¤¥´®°¬¨°³¥¬®£®) ²¥« 
~
x = ~x, d~x=dt = 0,

^

I =

^

I,

^

J =

^

J ,  

~


 =

~


.

�§ ´®°¬³« (36) ¨ (37) ±«¥¤³¥² ³° ¢¥¨¥ ¨§¬¥¥¨¿ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¢¥ª-

²®°  ¨¬¯³«¼±  ®²±·¥²®£® ²¥« :

M

m

d

2

~

X

0

m

dt

2

X

=

N

X

n=1

n6=m

~

F

mn

; (59)

£¤¥

~

F

mn

= G

�

M

m

�

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

3

M

n

�

3

2

I

m

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

�

� 3

^

I

m

�

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

+

15

2

^

I

m

� �

~

R

0

mn

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

7

M

n

�

�

�M

m

�

3

2

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

I

n

M

n

+ 3

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

�

^

I

n

M

n

�

�

15

2

~

R

0

mn

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

7

� �

^

I

n

M

n

��

: (60)

�§ ´®°¬³«» (58) ±«¥¤³¥² ³° ¢¥¨¥ ¨§¬¥¥¨¿ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¢¥ª²®° 

³£«®¢®£® ¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼±  ®²±·¥²®£® ²¥« :

^

J

m

�

d

~




m

dt

X

+

~




m

�

d

^

J

m

dt

X

= ~m

m

; (61)

£¤¥

~m

m

= �3GM

m

^

I

m

� �

N

X

n=1

n6=m

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

: (62)

�®«³·¥»¥ ³° ¢¥¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿ ®²±·¥²®£® ²¥«  § ¯¨± » ¢ ¨¥°-

¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² f0;

~

Xg. � ½²®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ª®¬-

¯®¥²» ²¥§®°  ¨¥°¶¨¨

^

J (¨«¨

^

I) ®²±·¥²®£® ²¥« , ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿,

¥ ¿¢«¿¾²±¿ ¯®±²®¿»¬¨ ¢¥«¨·¨ ¬¨. �®½²®¬³ ³° ¢¥¨¥ (63) ¶¥«¥±®-

®¡° §® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢ ¥¨¥°¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² fo

m

; ~x

m

g,

 · «® ª®²®°®© ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¶¥²°®¬ ¬ ±± ®²±·¥²®£® ²¥« . � ½²®© ±¨-

±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ª®¬¯®¥²» ²¥§®°  ¨¥°¶¨¨

^

J (¨«¨

^

I) ®²±·¥²®£®

²¥«  ¿¢«¿¾²±¿ ¯®±²®¿»¬¨ ¢¥«¨·¨ ¬¨.
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� ©¤¥¬ ¢¨¤ ³° ¢¥¨¿ (61) ¢ ¥¨¥°¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ²

fo

m

; ~x

m

g. �§ ´®°¬³«» (21) ¯®«³·¨¬:

d

~




dt

X

=

d

~




dt

; (63)

d

^

J

dt

X

=

~


�

^

J: (64)

�®¤±² ¢¨¬ (63) ¨ (64) ¢ ³° ¢¥¨¥ (61) ¨ ¯°¨¬¥¬ ¢® ¢¨¬ ¨¥, ·²®

~


�(

~


�

^

J) =

~


�(

~


�

^

J). � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬ ³° ¢¥¨¥ �©«¥°  [12,47],

ª®²®°®¥ ¢ ¥¨¥°¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² fo

m

; ~x

m

g ®¯°¥¤¥«¿¥² ¢° -

¹¥¨¥ ¥¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ®²®±¨²¥«¼® ±¢®¥£® ¶¥²°  ¬ ±±:

^

J

m

�

d

~




m

dt

+

~




m

� (

~




m

�

^

J

m

) = ~m

m

; (65)

¯° ¢ ¿ · ±²¼ ³° ¢¥¨¿ (65) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®© (62).

� ±±¬®²°¨¬, ±«¥¤³¿ �.�.�®ª³ [42], ®¡° §³¾² «¨ ¯°¨¢¥¤¥»¥ ¢»¸¥

±®®²®¸¥¨¿ ¯®«³¾ ±¨±²¥¬³ ³° ¢¥¨© ¤¢¨¦¥¨¿ ®²±·¥²®£® (¥¤¥-

´®°¬¨°³¥¬®£®) ²¥«  ± ®¬¥°®¬ m. �³±²¼ ¨§¢¥±²»: ·¨±«® ¢§ ¨¬®¤¥©-

±²¢³¾¹¨µ ²¥« N , ¬ ±±  M

n

(n = 1; 2:::N) ª ¦¤®£® ¨§ ²¥« ¨ ¢§ ¨¬»¥

¯®«®¦¥¨¿

~

R

0

mn

¶¥²°®¢ ¬ ±± ²¥«. �«¿ ²¥«  ± ®¬¥°®¬ m ¥¨§¢¥±²»¬¨

¿¢«¿¾²±¿ ¤¢¥ ¤¶ ²¼ ¢¥«¨·¨: ²°¨ ª®¬¯®¥²» d

2

~

X

0

=dt

2

X

³±ª®°¥¨¿

¶¥²°  ¬ ±± ²¥« , ²°¨ ª®¬¯®¥²» ¢¥ª²®° 

~


 ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ¢° ¹¥-

¨¿ ²¥«  ¨ ¸¥±²¼ ª®¬¯®¥² ²¥§®° 

^

J (¨«¨

^

I) ¨¥°¶¨¨ ²¥« . �±¥ ½²¨

¥¨§¢¥±²»¥ ¢¥«¨·¨» ¬®¦®  ©²¨ ¨§ ¤¢¥ ¤¶ ²¨ ³° ¢¥¨© (59), (64)

¨ (65). �§ ¨§«®¦¥®£® ±«¥¤³¥², ·²® ³° ¢¥¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿ ¥¤¥´®°¬¨-

°³¥¬®£® (®²±·¥²®£®) ²¥«  ®¡° §³¾² ¯®«³¾ ±¨±²¥¬³ ¨ ±®¢¬¥±²® ®¯°¥-

¤¥«¿¾² ¢§ ¨¬®±¢¿§¼ ®°¡¨² «¼®£® ¨ ¢° ¹ ²¥«¼®£® ¤¢¨¦¥¨© ² ª®£®

²¥« .

�¥¸¿¿ § ¤ ·  ¤¨ ¬¨ª¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« 

�° ¢¥¨¥ (36) ± ¯° ¢®© · ±²¼¾ (40) ®¯°¥¤¥«¿¥² ¤¢¨¦¥¨¥ ¶¥²° 

¬ ±± ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« . �»·²¥¬ ³° ¢¥¨¥ (59) ¨§ ³° ¢¥¨¿ (36),

¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬:
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� «¥¢®© · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (66)
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(3) ¥±²¼ ²  · ±²¼ (¢®§¬³-

¹¥¨¥) ¯®«®¦¥¨¿ ¶¥²°  ¬ ±± ²¥« , ª®²®° ¿ ®¡³±«®¢«¥  ±¯®±®¡®±²¼¾
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¬ ²¥°¨ «  ²¥«  ¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼±¿. � ¯° ¢®© · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (66):
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�®§¬³¹¥¨¥

^

i ²¥§®°  ¨¥°¶¨¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®© (32).

� ¨¥°¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² f0;

~

Xg ³° ¢¥¨¥ (66) ®¯°¥¤¥«¿¥²

¨§¬¥¥¨¥ ¢® ¢°¥¬¥¨ ²®© · ±²¨ (¢®§¬³¹¥¨¿) ®°¡¨² «¼®£® ¤¢¨¦¥¨¿

¶¥²°  ¬ ±± ²¥« , ª®²®° ¿ ®¡³±«®¢«¥  ±¯®±®¡®±²¼¾ ¬ ²¥°¨ «  ²¥« 

¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼±¿.

� ª¨£ µ �.�°³±¤¥««  [45] ¨ �.�. �³°¼¥ [49] ®²¬¥·¥®, ·²® ¤¥©±²¢¨¥

®¤¨ ª®¢»µ ±¨« ¬®¦¥² ¯°¨¢¥±²¨ ª ¥±®¢¯ ¤¥¨¾ ¯®«®¦¥¨© ¶¥²°®¢

¬ ±± ¤¢¨¦³¹¨µ±¿ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ¨ ¥¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« ®¤¨ ª®-

¢®© ¬ ±±». �§ ´®°¬³« (59), (60), (66) ¨ (67) ±«¥¤³¥², ·²® ° §«¨·¨¥

¯®«®¦¥¨© ¶¥²°®¢ ¬ ±± ³ª § »µ ²¥« ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®²®¸¥¨¥¬ i=I .

�° ¢¥¨¥ (58) ®¯°¥¤¥«¿¥² ®°¨¥² ¶¨¾ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ¢° ¹ ¾¹¥-

£®±¿ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« . � ©¤¥¬ ¢¨¤ ³° ¢¥¨¿ (58) ¢ ¥¨¥°¶¨ «¼-

®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² fo
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�°¨¬¥¬ ¢® ¢¨¬ ¨¥ ´®°¬³«» (5), (21) ¨ ¥° ¢¥±²¢  (26). � °¥-
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�»·²¥¬ (64) ¨§ (69). � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬:
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�»·²¥¬ (65) ¨§ (71). � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬:
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�§ ´®°¬³« (52) ¨ (62) ±«¥¤³¥²:
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�¥¢ ¿ · ±²¼ ³° ¢¥¨¿ (72) ¥±²¼ ¨§¬¥¥¨¥ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¢¥ª²®°  ¬®-

¬¥²  ¨¬¯³«¼±  ¢° ¹ ¾¹¥£®±¿ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« . �° ¢ ¿ · ±²¼

½²®£® ³° ¢¥¨¿ ¥±²¼ ¢¥ª²®° £« ¢®£® ¬®¬¥²  ¢¥¸¨µ £° ¢¨² ¶¨®-

»µ ±¨« ®²®±¨²¥«¼® ° §®±²¨ ¯®«®¦¥¨© ¬£®¢¥®£® ¶¥²°  ¬ ±±

¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ¨ ®²±·¥²®£® ²¥«.

�° ¢¥¨¿ (66), (70) ¨ (72) ®¯°¥¤¥«¿¾² ¢®§¬³¹¥¨¿ ¤¢¨¦¥¨© ¤¥´®°-

¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ª ª ¶¥«®£® ®²®±¨²¥«¼® ¤¢¨¦¥¨© ®²±·¥²®£® ²¥« .

�¨«  ±®¡±²¢¥®© £° ¢¨² ¶¨¨ ²¥«  ¨ °¥®«®£¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼ ¥£® ¬ -

²¥°¨ «  ¥ ¢µ®¤¿² ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥ ¨ ¢ ®¤® ¨§ ³° ¢¥¨© ¢¥¸¥© § ¤ ·¨

¤¨ ¬¨ª¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« .

�³±²¼ ¨§¢¥±²»: ·¨±«® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨µ ²¥« N , ¬ ±±  M

n

(n = 1; 2:::N) ª ¦¤®£® ¨§ ²¥« ¨ ¢§ ¨¬»¥ ¯®«®¦¥¨¿
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¶¥²°®¢ ¬ ±±

²¥«. �³±²¼ ² ª¦¥ ¨§¢¥±²» ¢±¥ ¢¥«¨·¨» d
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ª®²®°»¥ µ ° ª²¥°¨§³¾² ¤¢¨¦¥¨¥ ®²±·¥²®£® ²¥« .

�®¯®«¨²¥«¼® ª ¯¥°¥·¨±«¥»¬ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¬ ®²±·¥²®£® ²¥« 

¤«¿ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ¯®¿¢«¿¾²±¿ ¯¿² ¤¶ ²¼ ¥¨§¢¥±²»µ ¢¥«¨-

·¨: ²°¨ ª®¬¯®¥²» ¢®§¬³¹¥¨¿ d
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=dt
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X

³±ª®°¥¨¿ ¶¥²°  ¬ ±±, ²°¨

ª®¬¯®¥²» ¢¥ª²®° 
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dV ±®¡±²¢¥® ¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼±  ¬ ²¥-

°¨ «  ²¥« , ²°¨ ª®¬¯®¥²»
~
! ¢®§¬³¹¥¨¿ ¢¥ª²®°  ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ¨

¸¥±²¼ ª®¬¯®¥² ²¥§®°®¢

^

j (¨«¨

^

i). �±¥ ½²¨ ¯¿² ¤¶ ²¼ ¥¨§¢¥±²»µ

¢¥«¨·¨ ¥«¼§¿ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨§ ¤¢¥ ¤¶ ²¨ ³° ¢¥¨© (66), (70) ¨ (72).

�²® § ·¨², ·²® ³° ¢¥¨¿ ¢¥¸¥© § ¤ ·¨ ¤¨ ¬¨ª¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£®

²¥«  ¥ ®¡° §³¾² ¯®«³¾ ±¨±²¥¬³.

� ³° ¢¥¨¿µ (66), (70) ¨ (72) ¢¥ª²®° ±®¡±²¢¥® ¬®¬¥²  ¨¬¯³«¼± 

¬ ²¥°¨ «  ²¥« , ¢®§¬³¹¥¨¿ ¢¥ª²®°  ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ¢° ¹¥¨¿ ²¥« 

¨ ¥£® ²¥§®°  ¨¥°¶¨¨ § ¢¨±¿² ®² ¢¥ª²®°  ¯¥°¥¬¥¹¥¨©
~
u. �²® ®¡±²®-
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¿²¥«¼±²¢® ¯°¨¢®¤¨² ª ¥®¡µ®¤¨¬®±²¨ ° ±±¬®²°¥²¼ ¢³²°¥¾¾ § ¤ ·³

¤¨ ¬¨ª¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« .

�³²°¥¿¿ § ¤ ·  ¤¨ ¬¨ª¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« 

�®¤±² ¢¨¬
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X =
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+
~
x (1) ¢ «¥¢³¾ · ±²¼ ³° ¢¥¨¿ (18) ¨ ¯°¨¬¥¬

¢® ¢¨¬ ¨¥ ´®°¬³«³ (36). � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬:
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�¥«¨¥©®¥ ³° ¢¥¨¥ (74) ®¯°¥¤¥«¿¥² ¨§¬¥¥¨¥ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¯®«®¦¥-

¨¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ²®·ª¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ¢ ¨¥°¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬¥

ª®®°¤¨ ² f0;
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Xg.
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, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ´®°¬³« ¬¨ (39) ¨ (40). �®¢¬¥±²-

»©   «¨§ ´®°¬³« (39), (40) ¨ (75) ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ±¨« 
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�®¤±² ¢¨¬
~
x = ~x +

~
u (4) ¢ ®¡¥ · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (74). � °¥§³«¼² ²¥
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�¥«¨¥©®¥ ³° ¢¥¨¥ (76) ®¯°¥¤¥«¿¥² ¨§¬¥¥¨¥ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¢¥ª²®° 

¯¥°¥¬¥¹¥¨© ¯°®¨§¢®«¼®© ²®·ª¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ¢ ¨¥°¶¨ «¼®©
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�°¥¤¯®«®¦¥¨¿ (26) ¯®§¢®«¿¾² «¨¥ °¨§®¢ ²¼ ³° ¢¥¨¥ (76) ¨ § -
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� ¯° ¢®© · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (77) ±¨«  ±®¡±²¢¥®© £° ¢¨² ¶¨¨ ²¥«  ¨

¯°¨«¨¢®®¡° §³¾¹ ¿ ±¨« , ±®®²¢¥²±²¢¥®, ° ¢»:

~

f

mm

= G�

m

Z

V

0

m

�

0

~x� ~x

0

j~x� ~x

0

j

3

dV; (78)

~

t

m

= G�

m

N

X

n=1

n6=m

�

~x

m

1

j

~

R

0

mn

j

3

M

n

� 3~x

m

�

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

�

�

3

2

(~x

m

� ~x

m

� I

m

)

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

� 3(~x

m

~x

m

�

^

I

m

) �

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

+

+

15

2

(~x

m

~x

m

�

^

I

m

) � �

~

R

0

mn

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

7

M

n

�

: (79)

�¨¥©®¥ ³° ¢¥¨¥ (77) ®¯°¥¤¥«¿¥² ¨§¬¥¥¨¥ ¢® ¢°¥¬¥¨ ¢¥ª²®° 

¯¥°¥¬¥¹¥¨© ¯°®¨§¢®«¼®© ²®·ª¨ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ¢ ¨¥°¶¨ «¼®©

±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² f0;
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Xg.

�§ ´®°¬³« (5) ¨ (22) ±«¥¤³¥², ·²® ¢ ¥¨¥°¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨-
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� «¥¢®© · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (80) ¯¥°¢®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¥±²¼ ±®¡±²¢¥® ±¨« 

¨¥°¶¨¨ ½«¥¬¥² °®£® ®¡º¥¬  ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥« ; ¢²®°®¥, ²°¥²¼¥

¨ ·¥²¢¥°²®¥ ±« £ ¥¬»¥ ¥±²¼ ±¨«» ¨¥°¶¨¨, ª®²®°»¥ ®¡³±«®¢«¥» ¢«¨-

¿¨¥¬ ¢° ¹¥¨¿ ²¥«  ª ª ¶¥«®£®   ¤¢¨¦¥¨¥ ¥£® ½«¥¬¥² °®£® ®¡º-

¥¬ . � ¯° ¢®© · ±²¨ ³° ¢¥¨¿ (80) ¯¥°¢®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¥±²¼ ¢³²°¥¿¿

¯®¢¥°µ®±² ¿ ±¨« ; ¢²®°®¥ ¨ ²°¥²¼¥ ±« £ ¥¬»¥ ¥±²¼, ±®®²¢¥²±²¢¥®,

¢³²°¥¿¿ ¨ ¢¥¸¿¿ £° ¢¨² ¶¨®»¥ ±¨«»; ·¥²¢¥°²®¥ ¨ ¯¿²®¥ ±« £ -

¥¬»¥ ¥±²¼ ±¨«» ¨¥°¶¨¨, ª®²®°»¥ ®¡³±«®¢«¥» ¢° ¹¥¨¥¬ ®²±·¥²®£®

²¥« .

� ³° ¢¥¨¿µ (77) ¨ (80) ¯«®²®±²¼ ¬ ²¥°¨ «  ²¥«  ¨ ¢±¥ ¤¥©±²¢³-

¾¹¨¥   ½²® ²¥«® ±¨«» ®²¥±¥» ª ®²±·¥²®¬³ ±®±²®¿¨¾ ²¥« . �

£° ¨·®¬ ³±«®¢¨¨ (21) ¢±¥ ¢¥«¨·¨» ² ª¦¥ ¤®«¦» ¡»²¼ ®²¥±¥» ª

®²±·¥²®¬³ ±®±²®¿¨¾ ²¥« , ².¥.

�̂ � ~n = 0   S: (81)
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�°®¨²¥£°¨°³¥¬ ³° ¢¥¨¥ (80) ¯® ®¡º¥¬³ V

m

²¥« ,   § ²¥¬ ¯°¥®¡° -

§³¥¬ ¥£®. �°¥®¡° §®¢ ¨¿   «®£¨·» ²¥¬, ª®²®°»¥ ¡»«¨ ±¤¥« » ¯°¨

¢»¢®¤¥ ³° ¢¥¨¿ (36). � °¥§³«¼² ²¥ ¢ ¶¥²°¥ ¬ ±± ²¥«  ¯®«³·¨¬:

@

2

~

U

0

=@t

2

= 0 ¯°¨ ~x = 0; (82)

£¤¥

~

U

0

=

1

M

R

V

�
~
udV ¥±²¼ ¢¥ª²®° ¯¥°¥¬¥¹¥¨© ¢ ¶¥²°¥ ¬ ±± ²¥« .

�§ ´®°¬³«» (82) ±«¥¤³¥², ·²® @

~

U

0

=@t = const. � ª®¥ ¤¢¨¦¥¨¥ (² ª

¦¥ ª ª ¨ ¯®ª®©) ²®·¥ª ²¥«  ¥ ¢»§»¢ ¥² ¢ ¥£® ¬ ²¥°¨ «¥ ¤¥´®°¬ ¶¨©.

�®½²®¬³ ¡¥§ ®£° ¨·¥¨¿ ®¡¹®±²¨ ¬®¦® ±·¨² ²¼:

~
u = 0; @

~
u=@t = 0 ¯°¨ ~x = 0: (83)

�®°¬³«» (80), (81) ¨ (83) ®¯°¥¤¥«¿¾² ¢³²°¥¾¾ £° ¨·³¾ § -

¤ ·³ ¤¨ ¬¨ª¨ ¬ ±±¨¢®£® ¢° ¹ ¾¹¥£®±¿ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£® ²¥«  ± ®-

¬¥°®¬ m. � ¢¥±²¢  (81) ¨ (83) ¥±²¼ ¥®¡µ®¤¨¬»¥ £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿

¤«¿ ¢³²°¥¥© § ¤ ·¨ ¤¨ ¬¨ª¨ ¬ ±±¨¢®£® ¢° ¹ ¾¹¥£®±¿ ²¥« .

�³±²¼ ¨§¢¥±²»: ·¨±«® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨µ ²¥« N , ¢§ ¨¬»¥ ¯®-

«®¦¥¨¿

~

R

0

mn

¶¥²°®¢ ¬ ±± ²¥«, ¨µ ¬ ±±» M

n

¨ ²¥§®°» ¨¥°¶¨¨ I

n

(n 6= m). �³±²¼ ² ª¦¥ ¨§¢¥±²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯«®²®±²¨ �(~x) ¢ ²¥«¥ ±

®¬¥°®¬ m ¨ °¥®«®£¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼ ¥£® ¬ ²¥°¨ « . � ½²®¬ ±«³· ¥ °¥¸¥-

¨¥ ¢³²°¥¥© § ¤ ·¨ ¤¨ ¬¨ª¨ ²¥«  ± ®¬¥°®¬ m ®¯°¥¤¥«¿¥² ¢¥ª²®°

¯¥°¥¬¥¹¥¨©
~
u

m

¢ «¾¡®© ²®·ª¥ ½²®£® ²¥« . �±«¨ ¨§¢¥±²¥ ¢¥ª²®°
~
u

m

, ²®

¬®¦®  ©²¨ ¢®§¬³¹¥¨¿ ¢¥ª²®°  ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ¢° ¹¥¨¿
~
!

m

(29)

²¥«  ª ª ¶¥«®£® ¨ ¥£® ²¥§®°  ¨¥°¶¨¨

^

i

m

(¨«¨

^

j

m

) (32). � ª¨¬ ®¡° -

§®¬, ³° ¢¥¨¥ (80) ¢³²°¥¥© § ¤ ·¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¢¨·»¬ ®¡º¥ª²®¬

¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¢«¨¿¨¿ ±¯®±®¡®±²¨ ¬ ²¥°¨ «  ²¥«  ¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼±¿  

¤¢¨¦¥¨¿ ²¥«  ª ª ¶¥«®£®.

�±«¨ ²¥«® ¢° ¹ ¥²±¿ ±² ¶¨® °® (

d

~




dt

= 0), ²® ³° ¢¥¨¥ (80) ¯®

±¢®¥© ±²°³ª²³°¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ³° ¢¥¨¥¬, ª®²®°®¥ ¯°¨¢¥¤¥® ¢ ª¨£¥

�¿¢  [2]. �  ¥ª®²®°®¬ ³¤ «¥¨¨ ®² ¶¥²°  ¬ ±± ²¥«  (£¤¥ u=x � 1)

±¨« ¬¨ ¨¥°¶¨¨ �

~




m

� (

~




m

�
~
u

m

) ¨ �

d

~




m

dt

�
~
u

m

¬®¦® ¯°¥¥¡°¥·¼.

�° ¢¥¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿ �¥¬«¨

� »¥  ¡«¾¤¥¨© ¯®§¢®«¿¾² ±·¨² ²¼, ·²® ´¨£³°  �¥¬«¨ ¬ «®

®²«¨· ¥²±¿ ®² ½««¨¯±®¨¤  ¢° ¹¥¨¿, ³ ª®²®°®£® (r

e

� r

p

)=r

0

� 1,

£¤¥ r

e

, r

p

¨ r

0

¥±²¼, ±®®²¢¥²±²¢¥®, ½ª¢ ²®°¨ «¼»©, ¯®«¿°»© ¨ ±°¥¤-

¨© ° ¤¨³±» �¥¬«¨. �§-§   «¨·¨¿ °¥«¼¥´  ¯®¢¥°µ®±²¼ °¥ «¼®©

�¥¬«¨ ¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯®¢¥°µ®±²¼¾ ½««¨¯±®¨¤  ¢° ¹¥¨¿. � ª±¨¬ «¼-

»© ¯¥°¥¯ ¤ ¢»±®² h °¥«¼¥´  �¥¬«¨ h=r

0

� 1. � ¦¤ ¿ ¨§ ¢¥«¨·¨

(r

e

� r

p

)=r

0

, h=r

0

¨ u=r

0

³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¯¥°¢®¬³ ¨§ ¥° ¢¥±²¢ (26). �
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±¨«³ ½²®£® (r

e

� r

p

), h ¨ u ¥±²¼ ¥° §«¨·¨¬»¥ ¢¥«¨·¨». �®½²®¬³ ¤®¯³-

±²¨¬® ±·¨² ²¼, ·²® ®²«¨·¨¥ �¥¬«¨ ®² ¸ °  ± ° ¤¨³±®¬ r

0

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿

²®«¼ª® ±¯®±®¡®±²¼¾ ¬ ²¥°¨ «  �¥¬«¨ ¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼±¿.

�°¨¬¥¬ ¯°®±²¥©¹³¾ ¬®¤¥«¼ �¥¬«¨ ¢ ®²±·¥²®¬ ±®±²®¿¨¨ ¨ ª -

¦¤®£® ¨§ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨µ ± ¥© ²¥«.

�³±²¼ ¢ ®²±·¥²®¬ ±®±²®¿¨¨ ¢±¥ ²¥«  ¿¢«¿¾²±¿ ¸ ° ¬¨,   ° ±¯°¥¤¥-

«¥¨¥ ¯«®²®±²¨ ¢ ª ¦¤®¬ ¨§ ²¥« ¿¢«¿¥²±¿ ¶¥²° «¼®-±¨¬¬¥²°¨·»¬:

�(~x) = �(j~xj): (84)

� ½²®¬ ±«³· ¥

^

J = J

^

1;

^

I = 0; (85)

£¤¥ J ¥±²¼ ¯¥°¢»© ¨¢ °¨ ² ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ²¥§®° .

�®°¬³«» (84) ¨ (85) ®¯°¥¤¥«¿¾² ¬®¤¥«¼ �¥¬«¨ ¢ ®²±·¥²®¬ ±®±²®¿-

¨¨ ¨ ª®±¢¥® ¯®¤²¢¥°¦¤ ¾²±¿ ²¥°¬®¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬   «¨§®¬ ±®±²®¿-

¨¿ ¬ ±±¨¢»µ ¢° ¹ ¾¹¨µ±¿ £ §®®¡° §»µ ²¥« [50]. �²³ ¬®¤¥«¼  §®-

¢¥¬ ®²±·¥²®© �¥¬«¥©.

�®¤±² ¢¨¬ ¢¥«¨·¨» (85) ¢ ´®°¬³«» (59), (60), (62), (64) ¨ (65) ¨

¯°¨¬¥¬ ¢® ¢¨¬ ¨¥, ·²®

~


 � J

^

1 = 0. � °¥§³«¼² ²¥ ¤«¿ ®²±·¥²®©

�¥¬«¨ ¯®«³·¨¬:

M

m

d

2

~

X

0

m

dt

2

X

= G

N

X

n=1

n6=m

M

m

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

3

M

n

; (86)

d

~




m

dt

=

d

~




m

dt

X

= 0; (87)

dJ

m

dt

X

= 0: (88)

�° ¢¥¨¥ (86) ®¯°¥¤¥«¿¥² ®°¡¨² «¼®¥ ¤¢¨¦¥¨¥ ¶¥²°  ¬ ±± ®²-

±·¥²®© �¥¬«¨, ª®²®°®¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¤¢¨¦¥¨¥¬ ¬ ²¥°¨ «¼®© ²®·ª¨

¬ ±±®© M

m

. �®°¬³«» (87) ¨ (88) ¯®ª §»¢ ¾², ·²® ®°¨¥² ¶¨¿ ®²±·¥²-

®© �¥¬«¨ ¥ ¨§¬¥¿¥²±¿ ®²®±¨²¥«¼® ¨¥°¶¨ «¼®© ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨-

 ² f0;

~

Xg.

�®¤±² ¢¨¢ (84), (85) ¨ (87) ¢ ´®°¬³«³ (80), ¯®«³·¨¬ ³° ¢¥¨¥ ¢³-

²°¥¥© § ¤ ·¨ ¤¨ ¬¨ª¨ ¯°¨¿²®© ¬®¤¥«¨ �¥¬«¨:

�

m

@

2

~
u

m

@t

2

+ 2�

m

~




m

�

@
~
u

m

@t

+ �

m

~




m

� (

~




m

�
~
u

m

) =

= r �
b
�

m

+

~

f

mm

+

~

t

m

� �

m

~




m

� (

~




m

� ~x

m

); (89)
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£¤¥

~

f

mm

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´®°¬³«®© (78),   ¯°¨«¨¢®®¡° §³¾¹ ¿ ±¨«  (79)

° ¢ :

~

t

m

= G�

m

N

X

n=1

n6=m

�

~x

m

1

j

~

R

0

mn

j

3

M

n

� 3~x

m

�

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

�

�

3

2

(~x

m

� ~x

m

)

1

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

� 3(~x

m

~x

m

) �

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

+

+

15

2

(~x

m

~x

m

) � �

~

R

0

mn

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

7

M

n

�

: (90)

�° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿ ¤«¿ ¢³²°¥¥© § ¤ ·¨ ¤¨ ¬¨ª¨ �¥¬«¨ ®¯°¥¤¥«¿-

¾²±¿ ´®°¬³« ¬¨ (81) ¨ (83).

�§ ´®°¬³« (90), (36), (40) ¨ (85) ¯®«³·¨¬ ³° ¢¥¨¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ¶¥²° 

¬ ±± �¥¬«¨:

M

m

d

2

~

X

0

m

dt

2

X

= G

N

X

n=1

n6=m

�

M

m

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

3

M

n

+M

m

�

�

3

2

i

m

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

�

� 3

^

i

m

�

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

+

15

2

^

i

m

� �

~

R

0

mn

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

7

M

n

��

: (91)

�§ (91) ±«¥¤³¥², ·²® ®²«¨·¨¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ¶¥²°  ¬ ±± �¥¬«¨ ®² ¤¢¨¦¥-

¨¿ ¬ ²¥°¨ «¼®© ²®·ª¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ²®«¼ª® ±¯®±®¡®±²¼¾ ¬ ²¥°¨ « 

�¥¬«¨ ¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼±¿.

�®¤±² ¢¨¬ ´®°¬³«» (85), (87) ¢ ´®°¬³«» (70), (71) ¨ ¯°¨¬¥¬ ¢® ¢¨-

¬ ¨¥, ·²®

~


� J

^

1 = 0 ¨ ~! � J

^

1 = 0. � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬ ³° ¢¥¨¿,

ª®²®°»¥ ®¯°¥¤¥«¿¾² ¢° ¹¥¨¥ �¥¬«¨ ®²®±¨²¥«¼® ¥¥ ¶¥²°  ¬ ±±:

d

dt

Z

V

m

~x� �

@
~
u

@t

dV +

~




m

�

Z

V

m

~x� �

@
~
u

@t

dV +

~




m

�

d

^

j

m

dt

+

+

~




m

� (

~




m

�

^

j

m

) + J

m

d
~
!

m

dt

= �3GM

m

^

i

m

� �

N

X

n=1

n6=m

~

R

0

mn

~

R

0

mn

j

~

R

0

mn

j

5

M

n

; (92)

d

^

j

m

dt

X

=

d

^

j

m

dt

+

~




m

�

^

j

m

: (93)

�° ¢¥¨¿ (89), (91) ¨ (92) ±®¢¬¥±²® ®¯°¥¤¥«¿¾² ¬£®¢¥®¥ ±®-

±²®¿¨¥ ¤¥´®°¬¨°³¥¬®© �¥¬«¨. �²® ±®±²®¿¨¥ °¥ «¨§³¥²±¿ ¢±«¥¤±²¢¨¥

° ¢®¬¥°®£® ¢° ¹¥¨¿ ®²±·�¥²®© �¥¬«¨.
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�®«³·¥»¥ ³° ¢¥¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿ �¥¬«¨ ±®¤¥°¦ ², ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿,

¥®¯°¥¤¥«¥»¥ ¢¥«¨·¨» J

m

= const ¨

~




m

= const. � ±±¬®²°¨¬ ¯°¨-

¶¨¯¨ «¼³¾ ¢®§¬®¦®±²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ½²¨µ ¢¥«¨·¨.

� ´®°¬³«¥ (29) ¯°¥®¡° §³¥¬ ¨²¥£° « ¯® ®¡º¥¬³ �¥¬«¨ V

m

¢ ¨²¥-

£° « ¯® ¥¥ ¤¥¢®© ¯®¢¥°µ®±²¨ S

m

[44]:

~
!

m

= �

1

2

1

V

Z

S

m

@
~
u

@t

� ~nds: (94)

�®±ª®«¼ª³ S

m

,

@~u

@t

¨ ~n ¥±²¼, ¢ ¯°¨¶¨¯¥, ¨§¬¥°¿¥¬»¥ ¢¥«¨·¨», ²® ´®°-

¬³«  (94) ¯®§¢®«¿¥² ±·¨² ²¼ ¢¥ª²®°
~
!

m

¨§¬¥°¿¥¬®© ¢¥«¨·¨®©. �§

¨§¬¥°¥¨© ¨§¢¥±²®, ·²®  ¡±®«¾² ¿ ¢¥«¨·¨  ¨  ¯° ¢«¥¨¥ ¢¥ª²®° 

³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ¢° ¹¥¨¿ �¥¬«¨ ¥§ ·¨²¥«¼® ¨§¬¥¿¾²±¿ ®²®±¨-

²¥«¼® ¥ª®²®°»µ ±°¥¤¨µ § ·¥¨© [3, 7, 12, 51]. �²¨ ¨§¬¥¥¨¿ ² ª®¢»,

·²® ¯° ¢¤®¯®¤®¡® ¢»¯®«¥¨¥ ±«¥¤³¾¹¥£® ³±«®¢¨¿: <
~
!

m

>

�t

= 0.

(�¨¬¢®« <>

�t

®§ · ¥² ±°¥¤¥¥ ¯® ¨²¥°¢ «³ ¢°¥¬¥¨ �t § ·¥¨¥ ±®-

®²¢¥±²¢³¾¹¥© ¢¥«¨·¨».) �§ ½²®£® ³±«®¢¨¿ ¨ ´®°¬³«» (8) ±«¥¤³¥²:

~




m

=<

~




m

>

�t

= const. �³±²¼ ¨§¢¥±²® °¥¸¥¨¥ ¢³²°¥¥© § ¤ ·¨

¤¨ ¬¨ª¨ �¥¬«¨. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢¥«¨·¨  J

m

, ¢ ¯°¨¶¨¯¥, ¬®¦¥² ¡»²¼

 ©¤¥  ¨§ ³° ¢¥¨¿ (92).

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¬¥² ¨¥°¶¨¨ J

m

¨ ³£«®¢³¾ ±ª®°®±²¼

~




m

¢° -

¹¥¨¿ ®²±·¥²®© �¥¬«¨ ¬®¦® ±·¨² ²¼ ®¯°¥¤¥«¥»¬¨ ¢¥«¨·¨ ¬¨,  

®²±·¥²®¥ ±®±²®¿¨¥ �¥¬«¨ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ´¨§¨·¥±ª¨ °¥ «¨-

§³¥¬®¥. �²¥°¢ « ¢°¥¬¥¨ �t ¤®«¦¥ ¡»²¼ ¥ ¬¥¼¸¥ ¯¥°¨®¤  ®¡®°®² 

�¥¬«¨ ¢®ª°³£ �®«¶  (1 £®¤) ¨ ¥ ¡®«¼¸¥ ¯¥°¨®¤  ¯°¥¶¥±±¨¨ ¯«®±ª®±²¨

®°¡¨²» �¥¬«¨ (26000 «¥²). �®-¢¨¤¨¬®¬³, ¢ ²¥·¥¨¥ ² ª®£® ¨²¥°¢ « 

¢°¥¬¥¨ °¥ «¨§³¾²±¿ ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ ±®±²®¿¨¿ ¬ ²¥°¨ «  ¯°¨¿²®© ¬®-

¤¥«¨ �¥¬«¨.

�®«³·¥»¥ ¢»¸¥ ³° ¢¥¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨ ¬ ±±¨¢®£® ¤¥´®°¬¨°³¥¬®£®

²¥«  (�¥¬«¨) ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¯°¨ ²¥µ ¤¢¨¦¥¨¿µ ¥¥ ¬ ²¥°¨ « , ¬ ª±¨¬ «¼-

 ¿ ±ª®°®±²¼ ¨§¬¥¥¨¿ ª®²®°»µ ¬¥¼¸¥ ±ª®°®±²¨ ±¥©±¬¨·¥±ª¨µ ¢®«.

�²®¬³ ³±«®¢¨¾ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ ¤¢¨¦¥¨¿ �¥¬«¨.

�° ¢¥¨¿ ¤¨ ¬¨ª¨ �¥¬«¨ ¬®¦® ±³¹¥±²¢¥® ³¯°®±²¨²¼ ¢ ±«³· ¿µ

®·¥¼ ¡»±²°»µ ¨ ®·¥¼ ¬¥¤«¥»µ ¤¢¨¦¥¨© ¬ ²¥°¨ «  �¥¬«¨. � ½²¨µ

±«³· ¿µ ¯¥°¨®¤ ¢° ¹¥¨¿ �¥¬«¨ T , ±®®²¢¥²±²¢¥®, ¬®£® ¡®«¼¸¥ ¨«¨

¬®£® ¬¥¼¸¥ µ ° ª²¥°®£® ¢°¥¬¥¨ ¨§¬¥¥¨¿ ¢¥ª²®°  ¯¥°¥¬¥¹¥¨©

¥¥ ¬ ²¥°¨ «  �t.

� « ± ½¥°£¨¨ ¢ ¯°¨¿²®© ¬®¤¥«¨ �¥¬«¨ ° ±±¬®²°¥ ¢ ° ¡®²¥  ¢-

²®°  [52].
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�±®¢»¥ °¥§³«¼² ²» ¨ ¢»¢®¤»

�¥ «¨§®¢   ¨¤¥¿ ¯°¨¬¥¥¨¿ ¬¥²®¤  ¬®¬¥²®¢ ¤«¿ ¢»¢®¤  ±®£« ±®-

¢ ®© ±¨±²¥¬» ³° ¢¥¨© ¤¢¨¦¥¨¿ ¬ ±±¨¢®£® ¢° ¹ ¾¹¥£®±¿ ¤¥´®°-

¬¨°³¥¬®£® ²¥«  (�¥¬«¨). �²® ²¥«® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¥² ± ¤°³£¨¬¨   «®-

£¨·»¬¨ ²¥« ¬¨ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± § ª®®¬ ²¿£®²¥¨¿.

� ®²±·¥²®¬ ±®±²®¿¨¨ �¥¬«¿ ¿¢«¿¥²±¿ ¬ ±±¨¢»¬ ¥¤¥´®°¬¨°³¥-

¬»¬ ±² ¶¨® °® ¢° ¹ ¾¹¨¬±¿ ¸ °®¬ ± ¶¥²° «¼® ±¨¬¬¥²°¨·»¬

° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ ¯«®²®±²¨. � ¬£®¢¥®¬ ±®±²®¿¨¨ ¢ ¬ ²¥°¨ «¥ �¥¬«¨

°¥ «¨§³¾²±¿ ¬ «»¥ ¯¥°¥¬¥¹¥¨¿, ¤¨±²®°±¨¨, ¬¥¤«¥®¥ ¨§¬¥¥¨¥ ¯¥-

°¥¬¥¹¥¨© ¨ ±¨¬¬¥²°¨·»© ²¥§®°  ¯°¿¦¥¨©. �®¢¥°µ®±²¼ �¥¬«¨

¥§ £°³¦¥ . �®«³·¥  ±¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© ¢¥¸¥© ¨ ¢³²°¥¥© § -

¤ · ¤¨ ¬¨ª¨ ¯°¨¿²®© ¬®¤¥«¨ �¥¬«¨.

�®«³·¥»¥ °¥§³«¼² ²» ¯®§¢®«¿¾² ±¤¥« ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢»¢®¤»:

1. �¢¨¦¥¨¿ �¥¬«¨ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ±®¢®ª³¯®±²¼ ¤¢¨¦¥¨©

®²±·¥²®© (¥¤¥´®°¬¨°³¥¬®©) �¥¬«¨ ¨ ²¥µ ¤¢¨¦¥¨©, ª®²®°»¥ ®¡³±«®-

¢«¥» ±¯®±®¡®±²¼¾ ¬ ²¥°¨ «  �¥¬«¨ ¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼±¿.

2. �° ¢¥¨¥ ¢¥¸¥© § ¤ ·¨ ¤¨ ¬¨ª¨ �¥¬«¨ ®¯°¥¤¥«¿¾² ¤¢¨¦¥-

¨¥ ¶¥²°  ¬ ±± �¥¬«¨ ¨ ¥¥ ¢° ¹¥¨¥ ª ª ¶¥«®£® ®²®±¨²¥«¼® ±¢®¥£®

¶¥²°  ¬ ±±. �° ¢¥¨¥ ¢³²°¥¥© § ¤ ·¨ ¤¨ ¬¨ª¨ �¥¬«¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²

¢§ ¨¬®¥ ¤¢¨¦¥¨¥ ²®·¥ª ¥¥ ¬ ²¥°¨ « . �²® ³° ¢¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°-

¢¨·»¬ ®¡º¥ª²®¬ ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ¢«¨¿¨¿ ±¯®±®¡®±²¨ ¬ ²¥°¨ «  �¥¬«¨

¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼±¿   ¥¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ª ª ¶¥«®£®.

3. �° ¢¥¨¿ ¢³²°¥¥© ¨ ¢¥¸¥© § ¤ · ¤¨ ¬¨ª¨ �¥¬«¨ ¯®«®-

±²¼¾ ±®£« ±®¢ » ¤°³£ ± ¤°³£®¬, ² ª ª ª ¢±¥ ¢¥«¨·¨» ¢ ½²¨µ ³° ¢¥-

¨¿µ ®¯°¥¤¥«¥» ®²®±¨²¥«¼® ®¤¨ ª®¢®£® ®²±·¥²®£® ±®±²®¿¨¿. �²®

±®±²®¿¨¥ ¬®¦® ±·¨² ²¼ ´¨§¨·¥±ª¨ °¥ «¨§³¥¬»¬.

4. �°¨ ¯°¥¥¡°¥¦¥¨¨ ±¯®±®¡®±²¼¾ ¬ ²¥°¨ «  �¥¬«¨ ¤¥´®°¬¨°®-

¢ ²¼±¿ ¯®«³·¥»¥ ³° ¢¥¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¾² ¤¢¨¦¥¨¿ �¥¬«¨ ª ª ¥¤¥´®°-

¬¨°³¥¬®£® ²¥« . �±«¨ �¥¬«¿ ¨ ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢³¾¹¨¥ ± ¥© ²¥«  ®·¥¼ ³¤ -

«¥» ¤°³£ ®² ¤°³£ , ²® ½²¨ ¦¥ ³° ¢¥¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¾² ¤¢¨¦¥¨¥ �¥¬«¨

ª ª ¬ ²¥°¨ «¼®© ²®·ª¨.

�¢²®° ¡« £®¤ °¥ �.�.�± ³«¥ª® §  ®¡±³¦¤¥¨¥ ° ¡®²» ¨ ª°¨²¨·¥-

±ª¨¥ § ¬¥· ¨¿.

� ¡®²  ¢»¯®«¥  ¯°¨ ´¨ ±®¢®© ¯®¤¤¥°¦ª¥ �®±±¨©±ª®£® ´®¤ 

´³¤ ¬¥² «¼»µ ¨±±«¥¤®¢ ¨© (¯°®¥ª² 03-05-64320 ����) ¨ �¥¦¤³-

 °®¤®£®  ³·®-²¥µ¨·¥±ª®£® ¶¥²°  (¯°®¥ª² N 1538 ����).
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